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Prefata

Prezenta culegere de aplicatii este adresatd studentilor facultatilor cu
profil tehnic, fiind eclaborata Tn conformitate cu programa analitici a
cursului de Elemente de inginerie mecanicd, disciplinda predata
studentilor, inscrisi la programele din domeniul ingineresc, din cadrul
Universitatii ,,Dunarea de Jos” din Galati.

Autorii si-au propus ca aceasta culegere de aplicatii sa faca trecerea
de la teorie la practicd, prin intelegerea intr-o forma mai riguroasa si
accesibild, in egald masura, a notiunilor fundamentale si a fenomenelor
mecanice.

Enunturile aplicatiilor sunt insotite de rezolvari complete si
sugestive, ce asigura asimilarea corectd a notiunilor teoretice predate.
Rezolvarea acestor aplicatii nu va ramane o enigma nici pentru cititorii

liceeni, care au aptitudini in domeniul ingineresc, matematica sau fizica.

Conf. univ. dr. ing. Cristian MUNTENITA
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CAPITOLUL 1.
STATICA

Problema 1. Si se scrie proiectiile vectorului A pe axele de coordonate din
Figura 1.1.

< T

Figura 1.1

Se cunosc:
u este unghiul dintre dreapta suport a vectorului A si axa OX,

y este unghiul dintre dreapta suport a vectorului A si axa OY,
e este unghiul dintre dreapta suport a vectorului A si axa OZ,
i este versorul axei OX,
j este versorul axei OY,
k este versorul axei OZ.
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Rezolvare
Proiectia vectorului A pe axa OX este:

Ay =pro A=A-T=|A|cosp
Proiectia vectorului A pe axa OY este:

Ay =pro A=A 7= |A]cosy
Proiectia vectorului A pe axa OZ este:

A, =pro, A=A k=|A|cose

Problema 2. Sa se efectueze calculul:
A =2v; +3v; — (2v; — 3vp)
Rezolvare
A=2v] +3v, —2v; + 3V,
A=3v, +3v,
A =6V,
Problema 3. Sa se calculeze expresia:
A=1v] —qv; — (r+q)vy
unde r si g sunt doud marimi scalare.
Rezolvare
A =1V —qv; —1V] — qV;
A=—qv; —qv;
Pe baza proprietatilor de adunare a vectorilor se obtine:
A=—q(vV; +V3)

Problema 4. Si se calculeze expresiile (3 4 b) si (3 — b).
Se dau expresiile vectorilor 3 si b:

Rezolvare
(@+b) =1+2j+3k+2i—2j+3k

(a+b) =3i+6k
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(@+b)=3@+2k
(a-b) =1+ 2j+3k—(2i—2j+3k)
(@a—b) =i+2j+3k—2i+2j—3k

(G3-D) = —i+4]

Problema 5. Sa se calculeze vectorii C si D in functie de versorii 7 si T3
C = 815 + 15T, — (8F; — 15T3)
D = 247 + 6T, — (16T; — 6T3)
Rezolvare
C = 8r; + 15r, — (8r; — 151,)
C = 8r; + 151, — 8r; + 15T,
C = 151, + 151,
C = 301,
D = 247 + 615 — (167 — 615)
D = 24T, + 6T, — 1617 + 6T,

D = 8, + 1215

Problema 6. Si se calculeze (3 + b) si(a— b), stiind ca:
a=8i+5+7k
b =9i — 11j + 3k
Rezolvare
a+b=8i+5+7k+9i—11j+ 3k
a+b=17i—6j+ 10k

a—b=8i+5j+7k— (9 — 11j + 3k)
a—b=8i+5]+7k—9i+11j — 3k
a—b=—i+16j+ 4k
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Problema 7. Si se calculeze produsul vectorial al vectorilor R si Q, stiind ca:
R = R,i+Ryj+ Rk
6 = Qxi + Qyi + QzE
Rezolvare
R x Q = (Rl + Ryj + Ryzi) x (Qul + Qyj + Q,k)
R X Q = Ryl X Qui + Ryl X Qyf + Ryl X Qzk + Ryj X Qui + Ryj X Qyj
+ Ryj X Qk + R,k x Qui + R,k X Qj + Rk x Q,k

Produsul versorilor, considerand ca versorii sunt versorii unui sistem
ortogonal, este:

ixj=k

ixk=-j
jxi=—-k
jxj=0

jxk=1i

kxi=j
kxj=—i
kxk=0

RxQ=

= 0 + RyQyk — RyQ,j — RyQuk + 0 + RyQ,i + R,Q,j — R, Qi + 0
R % Q = (RyQy — RyQu)k + (R,Qx — RxQ,)j + (RyQ; — R,Qp)i
Problema 8. Fie paralelipipedul din Figura 1.2, cu laturile OA" = 4 mm,

0D = 4 mm, OC' = 8 mm.
Sa se scrie analitic vectorii: @, @, ﬁ, ﬁ, oD si OB.

10
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Figura 1.2

Rezolvare
0A' = 4
OB’ = 0A’ + OC’
OB’ = 4i + 8]
oC’ = 8§j
0A = 0A' + OD
OA = 4i + 4k
0D = 4k
OB = 0A’ + 0C' + 0D
OB = 4i + 8j + 4k

Problema 9. Se cere produsul scalar al vectorilor 7 si b.
Se dau expresiile vectorilor 3 i b:
a = 6i+ 8 — 6k

b = 10i — 4j — 4k

11
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Rezolvare
a'b=6-10+8-(—4) + (—6) - (—4) =52

Problema 10. Se cere unghiul format de vectorii u si v (Figura 1.3).
Se dau expresiile vectorilor u si v:
U= —6i+12j—4k
vV=2i+2j+2k

Figura 1.3

Rezolvare:
Se dau expresiile teoretice ale vectorilor v si u:

V= v+ Vy]T + v,k
U= Uy + uy]T +u,k
unde
Vy, Vy $i v, sunt proiectiile pe axele de coordonate ale vectorului v,

Uy, Uy $i u, sunt proiectiile pe axele de coordonate ale vectorului u,

i este versorul axei OX,
j este versorul axei OY,

12
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k este versorul axei OZ.
Rezulta
u, = —6
u, = 12
u, = —4
Vy =2
vy =2
v, =2

S-a notat cu u unghiul dintre vectorii u si v.
Se considera vectorul MN.
MN=v-1
v—u?=F-u)-vV-10
v[?=v-v

‘u

=l

[ul> =
Rezulta ca:
vV—uw-(v-uw=v-v+u-u-—2|v|-|ul-cosu
vV-u)-v-u=v-v-u)-u-(v—-u)=v-v+u-u—-2-v-u

Egaland relatiile de mai sus, se obtine:

v-v+u-u—2|v]-Julcospy=v:-v+u-u—2-v-u
rezulta:
v-u=|v|-|ul-cosu
Din relatia v-u = |v| - |u] - cos W, rezulta:
v-u

COS = — —
ST

[u| = \/uxz + uy? +u,?

[u] = /(=6)2 + 122 + (—4)2 = V196 = 14

vl = [v2 .Vyz - v,2

13
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V| = /22 + 22 + 22 =12 = 2V/3
U-v=—-6-24+12:2—4-2=14
v-u 4
cosu = =

[vl-lul 28vV3

1
= 4(u,v) = arccos (— —) = 85,26°
n=4(u,v) 73

Problema 11. Se cere produsul vectorial r X s si unghiul format de cei doi
vectori r si’s, cunoscéand ca:

F=—6i+12j—4k
S=2i+2j+2k
Rezolvare:
Vectorii T si s Se pot scrie:

T =1, +1yj + 1k

unde

Iy, Ty $i I, sunt proiectiile pe axele de coordonate ale vectorului
ry =—6
ry =12
r, =—4

Sx, Sy §1 S, sunt proiectiile pe axele de coordonate ale vectorului s
Sy = 2
Sy = 2
s, =2

i este versorul axei OX,
j este versorul axei OY,

k este versorul axei OZ.
Produsul vectorial al vectorilor r si s este:

14
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o i j k i j k
rXs=|ry Iy I|=|-6 12 4
Sx Sy S 2 2 2

= 241 — 12k + 8j — (24k + 8i — 12j)
= 241 — 12k + 8j — 24k — 81 + 12j = 16i + 20j — 36k

r-s=|r|-|s|-cos(T,s)

IT-5| =/(—6-2)2+ (12-2)2 + (—4 - 2)2 = /784 = 28

It| = /(=6)2 + 122 + (—4)%2 = V196 = 14

5| =v22+22+22=v12=2V3

F-s| 28 1
Itl-Is] 14-2v3 /3

cos(r,s) =

1
4(r,s) = arccos (—) =11,97°
V3

Problema 12. Se di cubul din Figura 1.4, cu latura de 2 m si vectorii OA,

unitari ai sistemului XOYZ.
Se cer produsele vectoriale:

0AxOB,

15
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Figura 1.4
Rezolvare
Expresiile vectorilor @ si b sunt:
a=ayl+a,j+ask
b = b, T+ byj+ b,k
Produsul vectorial @ x b este dat de expresia analitica:

T Tk
axb=|a, a, a,
by b, b,

= (ayb, — a,by)T+ (aby — axb,)j + (ayb, — a,b)k

Se scriu vectorii prin versorii respectivi:

0A = 2i

OB = 2i+2j
0oC = 2j
0D = 2k

OE = 2i + 2k

OF = 2i + 2j + 2k
0G = 2j + 2k

16
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=i-0-0+2-2-k+2-0-j
—(0-2-k+0-2-1+0-2-j) = 2%k = 4k

0C-0D=2j-2k=2%=4i
OE - OF = —22i + 22k = —4i + 4k

OA - 0G = —2%j + 2%k = —4j + 4k

Problema 13. Asupra paralelipipedului din Figura 1.5, cu laturile OA=20
mm, OB=40 mm, OC=60 mm, actioneaza fortele F; = 20 N, F, = 40 N si
F; = 20 N.

Se cer momentele acestor forte, in raport cu axele OX, OY si OZ.

| 7

|
%)

@)
el
vs)

~
<

>
e
AN

Figura 1.5
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Up
v

Figura 1.6. Momentul unei forte fata de axa A.

Rezolvare
S=xi+yj+ zk reprezinta expresia analiticd a vectorului de pozitie s
F=F,+ Fy]T + F,k reprezintd expresia analitici a fortei F Tn raport cu
sistemul de axe XOYZ.
n Figura 1.6 este aratat cum se calculeaza momentul fortei F, notat cu MA,
fata de axa A.

M,(F) =5 xF
in care § este vectorul de pozitie a fortei F fata de axa A.

Expresia momentului fortei F fata de axa A:

M(F) =sxF = )1< 311
Fy Fy

= yFZi + XFyE + zFX]T - (yFXE + ZFyI + XFZD

= yFZi + xFyE + ZFX]T - yFXE - ZFyi - XFZ]T

= (yFZ - ZFy)i + (zF4 — xF,)j + (XFy - yFX)K

M,(F) = Myd + M,j + Mk

18
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Vectorul moment M,(F) poate fi descompus in componente pe axele unui
sistem de coordonate cartezian OXYZ.
unde

M, reprezinti proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OX,

M, reprezintd proiectia momentului M,(F), pe axa OY,

M, reprezinta proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OZ.
Proiectiile celor trei forte din Figura 1.5 pe axele de coordonate sunt:

F, = Fy,i+ Fyyj + Fyk

Ccu
Fix =0,
Fly = 20,
Fi, = 0;

unde Fy, F1y Fq, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_2 = FZXI + FzylT + FZZE

cu
F,e = 0,
Fay = 0,
F,, = 40;

unde Fyy, Fyy, F, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_3 = F3Xi + F3y]T + F3ZE

Cu
F;, =0,
F3y = —20,
F3, =0;

unde F3, F3y F3, sunt componentele carteziene ale fortei F,.
Momentele celor trei forte fatd de axele de coordonate sunt:
a) Pentru forta F,
X4, Va, Za Sunt coordonatele punctului A, de aplicatie a fortei F;
(x4=20 mm; y,=0; z,=0)
Myk,) = YaF1z — 24F1y, =0:0—-0-20=0

MY(F1) = ZAle_xAFlz =0:-0—-20-0=0

19
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MZ(Fl) = xAFly - yAle =20-20—0-0=400N-mm

b) Pentru forta F,
Xp, Vp, Zp sunt coordonatele punctului D, de aplicatic a fortei F,
(xp=20 mm; y,=40 mm; z,=0)
My(,) = YpF2z — zpF2y =40-40—0-0 = 1600 N - mm
Myr,) = ZpFax —xpFz, = 0-0—10-20 = =200 N- mm
My r,) = XpFay —¥pFax =20-0—-40-0=0
¢) Pentru forta F5
Xg, X, Xp sunt coordonatele punctului B de aplicatie a fortei F5
(xg=0; y5=40 mm; z5=0)
My(k,) = YgF3, — 2gF3;, =40-0—-0-(-20) =0
My k) = ZgFsx —xF3, =0-0—-0-0=0
My r,) = xpF3y — ¥pF3x = 0-(=20) —40-0=0
Momentul rezultant M, este:
Mo = My(r) + Myw) + Mxry
Mx@®) = Mxry) + Mx(r,) + M)

Myg) = 0 + 1600 + 0 = 1600 N - mm
Myw) = My, + Myr,) + My,
M, (R) = 0 — 200 + 0 = —200 N - mm
Mzr) = Mz(r,) + Myer,) + Myry)
M, (R) = 400 + 10 + 0 = 400 N - mm

Problema 14. Se dau fortele V;, V,, V3, V, si Vs din Figura 1.7 si se cere sa se
determine rezultanta fortelor, R si pozitia rezultantei fortei prin unghiul  fata
de axa OX.
Se cunosc:
V,=V,=V,=12N
V, =V, = 18N

(Xl:Oo

20



Capitolul 1.

Statica
a, = 30°
(X3 = Oo
o, = 60°
Ug = 4‘50

Figura 1.7

Rezolvare:

OXY este sistemul de referinta cartezian.
Rezultanta R este dati de expresia analitica:

R = Ry +Ryj
unde

R este vectorul rezultant (forta rezultantd),
Ry este proiectia vectorului rezultant pe axa OX si este data de relatia:

R, este proiectia vectorului rezultant pe axa OY si este datd de relatia:
n
Ry = Z Viy
i=1

unde V; este forta care se defineste analitic astfel:

21
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V = Vix + Viy
cui=1,234,5
V_l = lei + Vly]T
Ccu
Viy = 12N;
Vly = 0;
V, = 12i
V_Z = VZXi + VZy]T
Cu
V3
Vax = Vpcosa, = 18- c0s30° = 18- — = 9v3 = 15,58 N

1
Vyy = Vasina, = 18 - sin30° = 18 - 5= 9 N;

V, = 15,58i + 9j
V_3 = V3xi + V3y]T
Cu
V3X = O,
Vay = 12 N;

V; = 12j
V_4 = V4XI + V4y]T
cu

1
Vux = Vycosa, = 12 - cos60° = 12 5= 6 N;

. . V3
Vyy = Vysina, = 12 - sin60° = 12 N =10,39N
V, = 6i + 10,39j
V_S = VSXI + V5y]T
Cu

1
Ve, = Vecosa, = 18- cos45° = 18— = 16,97 N;
5x 5 4 \/E

22
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1
Ve, = Vecosa, = 18 - sin45° = 18- —= 12,72 N
5y 5 4 \/E

Vs = 16,97i + 12,72j

Ry = Vix + Vox + Vay + Vg + Vg, = 12+ 15,58 + 0 + 6 + 16,97 =
=50,55N
Ry = Viy + Vo + Vg + Vg + Vg, = 0+ 9 + 12 + 10,39 + 12,72
= 44,11 N

Modulul rezultantei R este:

R= |RZ+RZ = \/50,552 + 44,112 = 67,09 N

Pozitia rezultantei R este data de unghiul 3:

o Ry 4411
anp =g =go5s =

B = arctg B = 41,02°

Problema 15. Asupra cubului de latura a=1 m actioneaza fortele F; = 4 N,
F, =5N si F; = 6 N (Figura 1.8). Sa se calculeze modulul momentului
rezultant .

| Z
C f} G Z
u E
O B - S
= — Y
A FI FZ Y /
D X
X
Figura 1.8
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Rezolvare
Se determina vectorul fortd rezultant R si momentul rezultant M.
OXYZ este sistemul de referinta cartezian.
Proiectiile fortelor pe axele de coordonate:
Forta F, se poate scrie cu ajutorul versorilor
F_l = lei + Fly]T + FlzE

cu proiectiile fortelor pe axele de coordonate:

Fix, =0,
Fiy = 4N,
FlZ == 0,

Fix F1y, F15 sunt componentele carteziene ale fortei F,.
Forta F, se poate scrie cu ajutorul versorilor
F_Z = FZXi + l:‘Zy]T + FZZE

cu proiectiile fortelor pe axele de coordonate:

F,x = 5N,
Fay = 0,
FZZ = O,

Fax Fay, Fyy sunt componentele carteziene ale fortei F,.
Forta F5 se poate scrie cu ajutorul versorilor
F_3 = FBXI + l:"3y]T + FBZK

cu proiectiile fortelor pe axele de coordonate:

F3x =0,
F3y = O,
F3, = 6N;

F3y, F3y, F3, sunt componentele carteziene ale fortei Fs.

R=F, +F,+F;

Vectorul forta rezultant se calculeazd cu urmatoarea formula:
R =R,i+R,j+R.k

unde

R este vectorul rezultant (forta rezultantd),
Ry este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OX,
R, este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OY,

24
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R, este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OZ.
RX:F1X+F2X+F3X:0+5+0:5N
Ry =Fy+Fpy+F3y=4+0+0=4N
RZ=F12+FZZ+F3Z=0+O+6=6N

Modulul rezultantei este:

R = /R)2(+R§,+R§=\/52+42+62=\/77=8,77N

Momentul rezultantei este:
Mg = M,i + Myi + M,i
Mg este momentul rezultant al fortei R fata de axele de coordonate
Mg = My + M, + M,
Pentru forta F,
X4, Va, Za Sunt coordonatele punctului A, de aplicatie a fortei F; (x4=1
mm; y,=0; z,=0).
Myr,) = YaF1z — 24F1y =0-0—0-4 =0
Myr,) = ZaF1x — %, F1, =0-0—1-0=0

M,, = *aF1y = yaF1x=1-4—-0-0=4N-mm

Pentru forta F,
Xg, Yp, Zg sunt coordonatele punctului B, de aplicatie a fortei F, (xz = 0;
yg = 1mm; zg = 0)
MxF,) = ¥gF2; —2pF2y =1:0-0-0=0
My(r,) = ZgFax — x5F2, = 0-5-1-0=10
My, = xpF2y —¥gF2x =0:0—-1-5=—-5N-mm

Pentru forta F
Xc, Yo Zc sunt coordonatele punctului C, de aplicatie a fortei F5 (xc = 0;
Yc =0;zc = 1 mm)
My(rs) = YcFaz — 2¢F3y =0-6—-1-0=0N-mm
My(ry) = ZcFax = xcF3, =1:0-0-6=0
Mzr,) = XcFay = ycF3x=0-0-1-0=0

M, (r) reprezinta proiectia momentului M, (i), pe axa OX,

25
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My (r) reprezinta proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OY,
M, r) reprezintd proiectia momentului M, (F), pe axa OZ.

Momentul rezultant este:
My®) = Mx(F,) + Mx(r,) + Myrs)

Myry=0+0+0=0

Myw) = My, + Myr,) + My,
Myry=0+0+0=0

Mz@r) = Mz(r,) + Myer,) + Mary)

Mgy =4—-5+0=—-1N-mm
Mg=0+0-1=-1

Modulul momentului rezultant este:
M=\/M§+M§+M§=J02+02+(—1)2=1N-mm

R C N
{_ *0 s1 exista urmatoarea situatie:

M=0
IR| - M| =V77-1=+77 =8,77

Problema 16. Asupra cubului cu latura 1 = 8 mm actioneaza fortele F; =
5N,F; =F, =5NsiF, = F; = 2 N (Figura 1.9). Se cere sa se precizeze cu

ce este echivalent sistemul.

Z
G b H T 7
EA
D F,

O B - ———
N Y ] Y
¢ X

X
Figura 1.9
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Rezolvare

Se determina forta rezultanti R si momentul My, al rezultantei fati de origine.
Proiectiile fortelor in functie de versorii unitari ai sistemului de referinta
XOYZ sunt:

F_l ES lei + F]_y]T + FlZE

Ccu
Fix =-=5N,
Fiy =0,
Fi, = 0;

Fix, F1y, F1, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_2 = FZXI + FzylT + FZZE

Ccu
Fox =0,
Fay = 2N,
F,, =0;

Fax, Fay, Fa, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_3 = F3XI + F3y]T + F3ZK

Cu
F;, =0,
F3y = —2N,
F3, =0;

F3y, F3y F3, sunt componentele carteziene ale fortei Fs.

F_4_ = F4,Xi + F4yi + F4-ZE

cu
Fix =5N,
Fyy = 0,
Fy, = 0.

Fay, Fay, F4, sunt componentele carteziene ale fortei F_3

Vectorul forta rezultant se calculeazd cu urmatoarea formula:
R =R,i+Ryj+ Rk

unde
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R este vectorul rezultant (forta rezultantd),
Ry este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OX,
R, este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OY,

R, este modulul proiectiei vectorului rezultant pe axa OZ.
RX:F1X+F2X+F3X+F4-X:_5+0+0+5:0

Ry =Fy+Fpy+Fay+Fpy=0+2-2+0=0

R,=Fy, +F; +F3, +F,;,=0+0+0+0=0
Modulul rezultantei este:

R= [RZ+RZ+RZ=1+02+02+02=0
Vectorul moment rezultant My este:
Mg = Myml + Mygyj + Mk

My(r) reprezintd proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OX,
My (r) reprezintd proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OY,

M, ) reprezintd proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OZ.

Pentru forta F,
Xg, Vg, Zg sunt coordonatele punctului E, de aplicatie a fortei F; (xz=8;
V5=8; z;=8)
My(r,) = YgF1, — 25F1y =8:0—8:0 =0

Myr,) = zgF1x — xgF1;, =8-(=5) —8:0=—-40 N-mm
My, = xgF1y — ygFix =8:0—8-(=5) =40 N- mm
Pentru forta F,

Xg, Ve, Zg sunt coordonatele punctului G, de aplicatie a fortei F, (x5=0;

V6=0; z5=8)
MX(Fz) :yGFZZ_ZGFZy:0'0_8'2 = —16 N-mm

My,) = ZgFax —%cF2;, =8:0—-0-0=10
MZ(Fz)=xGF2y_yGF2x=O'2_O'O=O

Pentru forta F
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X¢, Yoo Zc sunt coordonatele punctului C, de aplicatie a fortei F3 (x=8;
Yc=8; z¢=0)
MX(F3) = yCF3Z - ZCF3y =8-0—-0- (_2) =0

MY(Fs) :ZCF3X_xCF3z =0-0—-8:-0=0
MZ(F3) = xCF3y_yCF3x =8- (_2) —8:0=—-16 N-mm

Pentru forta F,

Xg, Vg, Zg sunt coordonatele punctului B, de aplicatie a fortei F, (x=0;
yp=8; 2=0)
My, = VBFaz — 2pF4y =8-0—-0-0=0N-mm

Myr,) = ZsFax — xgF4; =0-5—-0-0=0
Myr,) = XsFay — ¥5Fax =0-0—8-5=—10N-mm
Momentul rezultant este format din Mgy + My gy + Mgy

[Myry| = [Maryy| + [Maeyy | + [Mxcey)| + [Mxcry |
|[Myry| =0—16+0+0=—-16N-mm

[Myery| = [Myce,| + [Myceyy| + [Myeyy| + [Mycey|
IMyg)| = —40+0+0+0=—-40N-mm

M| = [Maqry| + [Maqryy| + Moy | + [Magey|
|Myr)| =40+ 0—-16 —10 = —14 N - mm

Mo=0+0+0=0

Modulul momentului rezultant este:

Mo = \/M)Z( + M2 + M2 = \/(~16)2 + (—40)? + (—14)2 = 45,3 N - mm

Rezulta ca
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Figura 1.10

Sistemul este echivalent cu un moment. Acest moment poate fi produs de
doua forte, egale in modul si de sens contrar care actioneaza intr-un plan
perpendicular pe directia momentului My. Sistemul este echivalent cu un

cuplu de forte (F, —F), care lucreaza in planul perpendicular pe M.

Problema 17. Asupra cubului cu latura a = 50 mm actioneaza fortele
F, = F, = F; = F, = 2 N (Figura 1.11). Sa se calculeze momentul rezultant

Mg,

4

F F? G Z

E/ |Fs D

o) C _ S
A fl F, Y , Y

X
X
Figura 1.1
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Rezolvare

Se determina vectorul rezultant R si momentul M, al rezultantei R fatd de
originea O.
Proiectiile fortelor pe axele de coordonate sunt:

F_l ES lei + F]_y]T + FlZE

Ccu
Fix = 2N,
Fiy =0,
Fi, = 0;

Fix, F1y, F1, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_2 = FZXI + FzylT + FZZE

Ccu
Fox = —2N,
Foy = 0,
F,, =0;

Fax, Fay, Fa, sunt componentele carteziene ale fortei F,.

F_3 = F3XI + F3y]T + F3ZK

Cu
F;, =0,
F3y = 2N,
F3, =0;

F3y, F3y F3, sunt componentele carteziene ale fortei Fs.

F_4_ = F4,Xi + F4yi + F4-ZE

cu
Fax =0,
Fuy = —2N,
F4z =0;

Fay, Fay, F4, sunt componentele carteziene ale fortei F_3
Forta rezultanta este:
R =R,i+R,j+R.k
Ry =Fiy+Fyy +F33x+F;y, =2-24+0+0=0
Ry =Fy +Fpy+F3y+F,y=0+0+2-2=0
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RZ:F12+FZZ+F3Z+F4—Z:0+0+0+0:0
Modulul rezultantei este:

R= [RE+R§+R;=y024+024+0%=0
Vectorul moment rezultant M, al fortei R este:
M, = M,i + Myi + M,i
Momentele celor patru forte fata de axele de coordonate sunt:
Pentru forta F_1
X0, Yo, Zo Sunt coordonatele punctului O de aplicatie a fortei F; (x, = 0;
Yo =0;2p = 0)
My(ry) = YoF1z = 2F1y =0:0-0:0=0
MY(F1) = 2zoF1x —xoF1;, =0:-2—-0-0=0
Mz, = XoF1y = yoF1x=0-0-0-2=0
Pentru forta F,,

Xg, Vg, Zg Sunt coordonatele punctului B de aplicatie a fortei F, (x5 =
50 mm, yz = 50 mm, z = 0)
My(r,) = YBF2z — 2pF2y =50-0-0-0=0

MX(FZ) = zgFyx —xpF2, =0-(=2) =50-0=0
My(r,) = *5F2y — ¥5Fax = 500 — 50 - (=2) = 100 N - mm

Pentru forta Fy

Xg, Vg, Zg sunt coordonatele punctului G de aplicatie a fortei F3 (xg = 0;
ye¢ = 0; zg = 50 mm)
My, = Y6F3, — 2gF3;, =0-0—-50-2=—100 N - mm

My r,) = 2Z6F3x — x6F3, =50-0—-0-0=10
MZ(Fs)=xGF3y_yGF3x=O'2—O'O=O

Pentru forta F,

Xp, Yp,» Zp sunt coordonatele punctului D de aplicatie a fortei F, (xp =
50 mm; y, = 50 mm; z, = 50 mm)
MX(F4) = yDF4-Z - ZDF4y = 50 " O - 50 " (_2) = 100 N mm

Myr,) = ZpFax —xpFs; =50-0—-50-0=10
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My, = XpFay — YpFax =50+ (=2) —=50-0 = =100 N mm
Momentul rezultant M, este:

Mxr) = Mxery) + Mxp,) + Mx(rs) + Mxery
M,(R) =0+ 0 — 100 + 100 = 0

My®) = My + Myr,) + My, + My,

M,(R)=0+0+0+0=0

Mzr) = Mz(r,) + Mx(r,) + Mzey) + My,

M,(R) = 0+ 100+ 0 — 100 = 0
Mog=0+0+0=0

Problema 18. Se dau fortele F; = 7 N,F, = 5N si F; = 7 N, actionand in
planul XOY si se cere sa se precizeze cu ce este echivalent sistemul (Figura
1.12). Se dau coordonatele punctelor A(2, 0), B(4, 0) si C(0, 3), date in
milimetri.

Y
C F; B
K,
F,
=
O XA A B X
XB
Figura 1.12.

Rezolvare
Proiectiile fortelor pe axele de coordonate sunt:

F_l = lei + Fly]T
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cu
le == 0,
Fi, = 7N;
Fix, F1y sunt componentele carteziene ale fortei F,.
FZ = FZXi + Fzyj
Ccu

Fpy = 5N;
Fay, F2y sunt componentele carteziene ale fortei F,.
l:_3 = F3XI + 1::3y]T
Ccu
Fsx = 7N,
F3y == 0,
F3y, F3y sunt componentele carteziene ale fortei Fs.
Rezultanta celor trei forte Se poate scrie:
R = Rxi + Ryj + R k

RX—ZFIX—O+O+7—7N
i=
3

=ZFly—7+5+O—12N

i=
3
RZ:ZFiZ:O+O+0:O
1

Modulul rezultantei R este:

R= |RZ+RZ+RZ=1/72+122+02 =25+ 144 = V179N

R=1389N#0
Vectorul moment rezultant My este:

M_R = MX(F)i + My(F)I + MZ(F)E
M, (r) reprezinta proiectia momentului M, (F), pe axa OX,

My, reprezinta proiectia momentului M, (F), pe axa OY,
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M, r) reprezintd proiectia momentului M, (ﬁ), pe axa OZ.
Momentele celor trei forte fatd de axele de coordonate sunt:
Pentru forta F,
X4, Ya» Zs SUNt coordonatele punctelui A, de aplicatie a fortei F; (x, =
2mm;y, =0;z, =0)
Myk,) = YaF1z — 24F1y =0:0—-0-7 =10
My(r,) = ZgF1x = %4F1; =0:0-2-0=0
M,y = XaF1y = YaF1x=2-7—-0-0=14 N-mm
Pentru forta F,
Xg, Vg, Zg sunt coordonatele punctelui B, de aplicatie a fortei F, (x5 =
4mm; yz =0, zg = 0)
Mx(r,) = YF2, — 2gF2y =0:0—-0-5=0
My(r,) = ZgFax — xpF2, =0:0—4:0=10
Mk, = xgFay — YgFox =4:5—-0:0=20N-mm
Pentru forta F
Xc, Ve, Zc sunt coordonatele punctelui C, de aplicatie a fortei F5 (x¢ = 0;
y¢ =3 mm; z; = 0)
My, = YcF3, —2cF3y =3:0-0-0=10
My, = ZcFax — %cF3, =0:7-0-0= 0
My(py) = XcFay = ¥cFax =0-0—3+7 = =21 N-mm
Momentul rezultant este:
My = Mx(ry) + Mx(r,) + Mxcrs)
M¢(R)=0+0+0=0
My®) = Myr,) + My, + My
M,(R)y=0+0+0=0
Mzr) = Myer,) + Myer,) + Myry)
M,gr) =14 +20—-21 =13 N-mm

Mo=04+0+0=0
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Trinomul invariant este:
R-Mg = RyM; + RyM, + R, M,

R*-Mg=7-0+12:04+0-13=0

Deci, sistemul este echivalent cu o forta, R.

Problema 19. Sa se determine centrul de greutate al barei din Figura 1.13
considerand materialul omogen.

Y
G
R G, - 2 A G,
4¢ ¢ |9 4t D X
Figura 1.13
Caracteristicile barei AB BC CD
Lungimea barei 41 il 41
X; -4 0 4|
21
yi 0 — O
TC
Rezolvare

Pentru o bara in forma de semicerc, centrul de greutate se afla x = 0 si
21

i

Se descompune bara in trei componente: segmentele drepte AB, CD si
semicercul BC, cu centrele de greutate in G4, G, si Gs.
Tn tabelul de mai sus sunt trecute lungimile barelor si pozitiile centrelor de
greutate respective.
Coordonatele centrului de greutate a barei din Figura 1.14 sunt:
B Y3 1ix; _A(—4D) 4+l 0+ 4141
X 2a+ma+ 2a =0

XG
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21
31y 41'0-'—“1'?-'_41'0 212
Vg = 37 = = = = 0’351
2 li 4] + 7l + 41 18+m) 8+
Deci, centrul de greutate al barei, G, are coordonatele:
Xg = 0
Yg = 0,35l

Problema 20. Se cere centrul de greutate al barei ABCD din Figura 1.14,
cunoscand lungimile si pozitiile elementelor componente. Se considera
materialul omogen.

Se da
o= 30°
'
[4
B G, C
v G G; €
-
\_.S
TPl Ay
A XGl O xas D X
Figura 1.14
Caracteristicile barei AB BC CD
Lungimea barei I 1 |
6] 61
Xe. — 0 —
Gi 8 8
Ve W3 W3 V3
‘ 4 4 4
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Rezolvare:
Elementele componente ale barelor componente sunt trecute in tabelul de mai

sus.
Centrele de greutate al Figurii 1.14 are coordonatele:
6l .6l

_ Y3 lix; _ _1§+ 1§

- - =0
X1l 3l

Xg

W3 V3 1\/3>
JOEREIERNLES B
_ Zilyi _ <4 R i S
Y6 =y, 31 31 4
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Problema 1. Un punct material se deplaseaza avand ecuatiile parametrice:
x =3t
y = 30t — 3t?
Sa se calculeze durata miscarii pana cand punctul atinge orizontala, distanta
parcursa pe orizontala, modulul vitezei si acceleratiei in momentul in care
punctul atinge orizontala, cunoscand spatiul exprimat in m si timpul in s.
Rezolvare
Ecuatia traiectoriei se obtine eliminand timpul din ecuatiile parametrice.
X

x=3t =>t= 3

se inlocuieste X=3t in relatia y = 30t — 3t2 si Se obtine:
= 150—— ( )2 = 3x — 0,02x?

Deci, traiectoria punctului materlal este 0 parabola.
Durata miscarii pana la atingerea axei OX se noteaza cu T, si se obtine
egaland ecuatia parametrica 'y cu 0 (y = 0).

{t_T=>30T 3T2 =
y=0
T(150 — 5T) = 0

Rezolvand ecuatia 30T — 3T? = 0, rezulti doud solutii T; si T,, solutia T,
fiind cea realista.
T,=0

30
30-3T=0=3T=30=>T,=—>=7,=10s

Distanta parcursa pe orizontala este:

X
ngﬁxmaX:?)T

Xmax = 3°10 = 30 m
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Calculul vitezei punctului material ntr-un punct de pe traiectorie se face
scriind relatia:
V=104

unde

¥ este vectorul viteza pentru punctul material,

v, este componenta vectorului viteza pe axa OX,

), este componenta vectorului vitezd pe axa OY,

T este versorul axei OX,

J esteversorul axei OY.

Figura 2.1

Tn Figura 2.1 este prezentata deplasarea punctului material M in M1 pe o
traiectorie, In intervalul de timp At (¥ este viteza punctului material,
As=arcul de curbura, (T) traiectoria punctului M, A7 reprezinta variatia
vectorului de pozitie al punctului M fata de punctul O)

Ar T+ A) —7(t) dr

PEO= My =T A a

=7

unde
At este intervalul de timp Tn care punctul material se deplaseaza
din punctul M Tn punctul M;,
t este timpul,
7 este vectorul de pozitie al punctului M, la un moment dat, t.
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(T)

X
Figura 2.2

Componentele vitezei si acceleratiei in sistemul de axe OXY sunt date in
Figura 2.2.
Derivata vectorului de pozitie in raport cu timpul este:
dx_ dy_
act " ar

dx
T dr

d(3t)

T Ta

dr =
VX

t1=3m/s

dy _

V:
Yo dt

_ d(30t - 3t?)

vy T =30—-3-2t=30—-6tm/s

v= ’v,?+v§

v =4/32 4 (30 — 6t)2

Pentrut =T =80s

v =1/32+ (30 — 6-80)2
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v = /32 + (30 — 480)2

v =4/32 + (—450)2
v = 450,01 m/s
Acceleratia punctului material este
a=a,l+a,j
unde
a este vectorul acceleratie al punctului M,
a, este componenta vectorului acceleratie pe axa OX,
a,, este componenta vectorului acceleratie pe axa OY,
T este versorul axei OX,
J este versorul axei OY.

YA
M M vx(t)
V() M, vx(t+HAL)
_(t) L V(LAY
vy (t+AL)
© X
Figura 2.3.

In Figura 2.3 este data variatia vectorului vitezi la deplasarea din punctul M
in punctul M;.

AV o v(t+AY) —v(t) dv o .
m _tv_

a=a() = lim->= lim At BT
__ar
a=_5=7
dvy
T
a, =0
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d(30 — 6t
ay=¥=—6m/s2

Problema 2. Se arunca un punct material pe verticala, de jos ih sus, cu o
viteza intiala de 373 m/s (Figura 2.4). Pana la ce imaltime ajunge punctul
material? Dupa cat timp revine pe pamant? Ce viteza are in momentul cand
atinge pamantul?

Se neglijeaza frecarea cu aerul. Se considera acceleratia gravitationala, g,

egald cu 10 m/s?.

1Y
v=0
v(t)
M(y),t
hmax
g
y|
Vo
|
0
s oy 7 7
Figura 2.4

Rezolvare
Miscarea pe verticald are 2 componente:
1. urcarea — o miscare uniform incetinita (acceleratia are sens
invers vitezei),
2. coborérea — o miscare uniform accelerata (acceleratia are
acelasi sens cu viteza).
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Punctul material are o miscare uniform incetinita pe verticala, la urcare:
- traiectoria este o linie dreapta (verticald),
- acceleratia este constantd, negativa (acceleratia gravitationald)
Conditiile initiale pentru etapa de urcare sunt:

t0=0
Yo=0
vy =373 m/s

Legea miscarii accelerate pentru un punct material este:

a 2
yzzt + vt + Yy

a=-g=-981=-10m/s?
Ecuatia miscarii punctului material la urcare va fi:

10
y = 7t2 + 373t

y = —5t% + 373t
Expresia vitezei punctului material la urcare:
dy .
==Y
v=-10t+ 373

\%

Cand punctul material atinge inadltimea maxima:
v=20
-10t+ 373 =0=>t=37,3s
Tnlocuim pe t=37,3 s in ecuatia miscarii punctului material, y = —5t? +
373t, se obtine:
y =—5-37,32+373:37,3 = 6956,45m

UO - O
Yo = 6956,45m

Relatia generala a miscarii punctului material este:
y = at? + vt +y,

y = —at? +y,
—10t% + 6956,45 = 0
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t? = 6956,45

Ecuatia de gradul 2 are 2 solutii, t; si t,.
t; = —83,40 momentul initial,

t, = 83,40 s momentul final.

Punctul material revine pe pamant dupa 83,40 s de la lansare.

Viteza cu care punctul material, atinge pamantul (t = 83,40 s) este
v=-10-83,40 + 373 = —461 m/s.

Semnul minus indica faptul ca punctul material parcurge axa Oy in sens

negativ.

Problema 3. Se arunca un punct material pe verticala de jos in sus, cu o
viteza initiala de 400 m/s. La ce naltime ajunge punctul material? Dupa cat
timp acelasi punct revine pe pamant? Ce viteza are in momentul cand atinge
pamantul?

Se neglijeaza frecarea cu aerul. Se considerd acceleratia gravitationala, g,
egald cu 10 m/s2.

hl‘l‘lﬂ.‘(

¥YM|

0]

LI I

Figura 2.5

45



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

Rezolvare:
Miscarea punctului material are doud etape:
- etapa de urcare pana la indltimea h,y,,,, 0 miscare uniform
decelerata,
- etapa de coborére, care este o miscare uniform accelerata, fara viteza
initiala.
Miscarea punctului material la urcare este uniform deccelerata (vectorul
acceleratie are sens opus vitezei) pe durata miscarii:
- traiectoria punctului este o linie dreapta,
- acceleratia este constantd, negativa (fata de sensul vitezei).
Conditiile initiale ale miscarii punctului material sunt:
to=0
Yo =10
vy =400 m/s

Legea generala a miscarii punctului material, Tn care acceleratia a si viteza
initiald v, pot avea valoare pozitiva sau negativa, este:

a.
y=zt + vt + X

a=g=10m/s?
Ecuatia miscarii punctului material este:

-10
y= th + 400t

y = —5t% + 400t

Expresia vitezei punctului material este:
dy _ .
==X
v =-—10t + 400

\%

Punctul isi opreste ascensiunea cand v = 0.
—10t+400=0=>t=40s

Inlocuind pe t=40 s in relatia y = —5t? + 400t, si se obtine iniltimea
maxima pana la care ajunge punctul material fata de punctul de lansare y:
y = —5-402% + 400 - 40 = 8000 m
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La sfarsitul miscarii (urcare si coborare) y=0, iar ecuatia miscarii punctului
material devine:
—5t% + 400t = 0

t(—=5t+400) =0

Ecuatia de gradul doi are doua solutii, t; si t;:
t = 0 = t; = 0 momentul initial,

5t + 400 = 0 = t, = 80 s momentul final

Punctul material revine pe pamant dupa 80 s de la lansare.
Viteza cu care punctul atinge pamantul (t = 80 s) este
v=a't=g-t
v=10-40 =400m/s
Coborérea punctului este o miscare acceleratd, la coborare, fara viteza
initiala.

Problema 4. Un tren care are viteza de 135 km/h este franat. Dupa 10 s din
momentul franarii, trenul s-a oprit. Ce distantda a parcurs trenul din
momentul cand a fost franat pana s-a oprit?
O My, Vo Mx Mg X
0 —
s m—— - T
Vx i
i

Figura 2.6

Axa OX este traiectoria trenului.

Trenul, la momentul de timp initial, t,, are viteza initiala v, si se gaseste in
pozitia M.

Trenul, la momentul de timp ty, are viteza vy si se gaseste in punctul M.
Trenul, pentru ca este franat, are o miscare uniform decelerata (sensul
aceleratiel are sens invers vitezei).

Legea miscarii trenului este:

a.n
XZ—E’E + vot + Xg

unde
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a este acceleratia de franare (acceleratia are sens invers miscarii),
t este timpul,
Vv, este viteza initiald a trenului,
X, este distanta parcursa de tren la momentul de timp t,.
Stiind ca x, = 0 si vy = 135 km/h, rezulta
km 135-1000

Vo = 13597 =—=200

Deci, legea miscarii trenului este:

a
X = _Etz + 37,5t

=37,5m/s

Expresia vitezei trenului este:

dx |
==X
v =—-at+ 37,5

v

v=0pentrut;=10s
—10a+37,5=0 = 10a = 37,5 = a = 3,75 m/s?
x = —3,75t% + 37,5t

3,75
t=105s=x = ——=10°+375-10 = x = 187,5m

Xg este distanta parcursa de tren pana la oprire.

Problema 5. Roata unui motor are o miscare de rotatie uniforma, cu turatia
n=1200 rpm, panad in momentul in care este franatd. Din momentul franarii
roata se misca uniform incetinit si se opreste dupa 8 s. Se cere:
a) Viteza unghiulard a discului pana in momentul cand incepe
franarea, notata w,,
b) acceleratia unghiulara a discului in timpul franarii.
C) Viteza si acceleratia unui punct de pe disc, notat cu P, aflat la
raza R=23 cm, la timpul t=4 s de la inceputul franarii.
Rezolvare
a) Viteza unghiulara a discului pana in momentul cand incepe franarea

este

mn w-1200
Wy =—2=—""

— -1 _ -1
30" 30 407 s 125,66 s
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n este turatia motorului, in rotatii pe minut.
b) Acceleratia unghiulara a discului in timpul franarii se determina
pornind de la ecuatia miscarii de rotatie:

— 1 2
(p—zst + wot + @
unde
w, este viteza unghiulara a discului (pana in momentul cand incepe
franarea),
@ este unghiul parcurs pana la momentul de timp t,
€ este acceleratia unghiulara,

@, este unghiul initial de la care se analizeaza miscarea de rotatie.

Figura 2.7

In figura 2.7 este data variatia unghiului de pozitie, Ag, din pozitia M in
pozitia M1 (traiectoria este un cerc, Ag este variatia unghiului de pozitie la
rotirea din punctul M in punctul M1).

@ este unghiul de pozitie a rotii motorului la momentul de timp t,

€ este acceleratia unghiulard a rotii motorului,

@, este unghiul initial de pozitie a punctului M de pe roata motorului

la momentul de timp ¢,,

t este timpul,

t, este momentul final, cand roata se opreste,
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w este viteza unghiulara la momentul t.

tf:8S
wy=40m
dp

d 1
(l)f - a<_zgt2 +(l)0t+(p0>

1
wf=—§-2£t+407t+0

wr = —&t + 407

wr = 0 (roata se opreste)

Figura 2.8

In Figura 2.8 este dati variatia vitezei unghiulare din pozitia M in pozitia
M1 (traiectotia este un cerc, Ag, variatia unghiului de pozitie la deplasarea
din punctul M in punctul My.)

—w—40mr

E=——7(g S

0—40m
E=—(g = —57 = 15,70 s72
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C) Viteza si acceleratia unui punct de pe roata, aflat la raza R=23 cm, la
timpul t;=4 s de la inceputul franarii, este

1
= —E(—Sn)t2 + 407t

dp

a)=d—t—<p

—d( > t2 4+ 40 t)
w_dt 277.' T

w = -5t + 401

(p1=—5n-42+40n-4= 120w rad
2

Pentrut, = 4s = w, = =574+ 401 = 207 s 1
& = —5ms?

— 5 = R este arcul parcurs de punctul material pana la momentul
cerut

— ¢ este unghiul parcurs de punctul P (in radiani), pana la momentul

cerut.
ds
vp = E =S
Vp = Rp@
. do
=T

La momentul de timp t; = 4 s, viteza punctului P este:
VP = (1)1 " RP

_dv d?s

aT—E=F=§=RP(D=RPE

a, este acceleratia tangentiala
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_$ _RPZwZ_R ,
a, =—-= = Rpw

a, este acceleratia pe directia radiald (nornala la traiectorie).

Rezultanta acestor doua acceleratii, a; si a,, este:

|a| =+/az + a3
Tnlocuind relatia a, = Re si relatia a, = Rw? in relatia |a@| = /a2 + a2 se

obtine acceleratia punctului P, care se gaseste la raza Rp.

|alp = v (Re)? + (Rw?)?

lalp, = VR?(e)? + R2(w?)?
|alp = Ry (e)* + (w?)?
Viteza punctului P, situat la Rp=0,023 m fata de axa de rotatie, la momentul
t1, caracterizat prin w,; = 20w este:
Vp = w; " Rp =20 -0,023 = 1,44 m/s

. { a, =Rp-&;, =0,023-(=5m) = 0,36 rad/s?
Pla, = Rp - w2 = 0,023 - (20m)2 = 90,80 rad/s?

Problema 6. Care sunt parametrii cinematici ai miscarii punctului M Tn
spatiu, definiti prin coordonata intriseca, stiind ca pozitia initiala este in
punctul My? Punctul O are un reper fix. Dar daca punctul M are o miscare
circulara, care sunt parametrii cinematici?
Rezolvare

Ecuatia miscarii punctului M este:

r=7(s) =7[s(t)]
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r(s+As)

Figura 2.9

Relatia 7 = 7(s) = 7[s(t)] reprezinta vectorul de pozitie fatd de reperul fix
0.

S este spatiul parcurs pe orizontala,

s(t) reprezintd legea de miscare a punctului M sub forma intrinseca.

ar i T(s+As) —7(s) _ Y Ar Ar  |AT|
ds  as2o As T aS0As | AsS0VAF| As
di A7

ds _ As50As
dF A7 |AF
ds  as2o |A7|  As

df AT y |A7
ds 2550 |AT| A550 As

AF
As—0 |Af| -t
|AT|

— =1
As—0 As

A . . AT — .. |AT| N .
Inlocuind relatia lim — = 7 si lim — = 1 in relatia
As—0 |AT| As—0 As
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ar AT

I lim <= - lim —L se obtine

ds  As—0 57| As—0 |AT
dar _ .
—=1'1=7
ds

T este versorul tangentei traiectoriei in punctul M
T =1(s)

Daca derivam versorul tangentei in functie de coordonata s, se obtine:

at Y T(s + As) —7(s) y AT
ds _ AsSb As = A0 As

| C
Figura 2.10

Tn Figura 2.10, arcul As este definit prin punctele M, M" si M. Punctul M
are o traiectorie circulara, cu centrul in punctul C.

MM, = Aa - R
unde
MM, este segment de curba finit
Aa este arcul de cerc definit de acest segment de cerc
As =R-Aa
unde

R este raza cercului, traiectorie pentru punctul M
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C
Figura 2.11

Dupa cum se poate observa din Figura 2.11.
T(s) LCM
unde

7(s) este versorul tangent la traiectoria reala in punctul M,
CM si CM; sunt razele care delimiteaza arcul de cerc,
T(s+As) LCM,
(s + As) este versorul tangent la traiectoria reala in punctul My,

i Af_ Y AT |AT| Aa
A as = A GaE s s
AT AT |AT] | A«

lim — = lim - lim lim

As—»0As  As—0|AT| As—»0 As As—0 As

AT

A% 7ag
i 18T
2550 As

Tnlocuind pe As = R - Aa, se obtine:
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I Aa_l_ A 1 1
AirEoA_s_A;rBOR-Aa_A;LnoR ;

unde

v este versorul normalei la traiectorie,

p este raza de curbura a traiectoriei ((p = R),

As este arc finit pe traiectorie,

As devine ds,

ds este arc infinitezimal, pe traiectorie circulara
Deci, se obtine, in final, urmatoarea relatie:

dt 1 _
—_— =7
ds p
binormala
\ [_3 /
\ T
S
N tangenta
M g
| B
v
M,
P normala
principala
C [

Figura 2.12 Triedrul Frenet

Triedrul Frenet este un triedru de referintd, format din trei directii
perpendiculare. Cele trei directii sunt: tangent la curba in punctul M,
normala principald ( pe normala principala se afld si centrul de curbura C) si

tangenta binormala.
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Figura 2.1

Tn Figura 2.13 este data miscarea circulara in coordonate intriseci ale
punctului M.

s =Ry
ds
==
v=R¢
de
==

vi =w; R

dv d?s .
ar=a=w=s=Rw=Rs

a, este acceleratia tangentiala

2 R242 ,

a, = ; =R = Rw
a, este acceleratia normala pe directie normala la traiectorie)
Acceleratia punctului M este:

|al = aZ +d3
inlocuind relatia a, = Re si relatia a, = Rw? in relatia |@| = /a2 + a2 se
obtine acceleratia punctului P
|aly = v (Re)? + (Rw?)?

v S

Q@ w
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laly = VR2(9)? + (w?)?
@y = Ry (e)? + (w?)?
Viteza punctului P situat la R=0,023 m fata de axa de rotatie este:
Vp = W- R

{aT=RM'£1
a
Man=RM'(1)12

Problema 7. Volantul unui motor de raza R=200 mm se gasea in miscare
uniforma cu n=150 rpm in momentul cand este franat.

Din acel moment, volantul se misca astfel incat un punct A de pe periferia
lui executd o miscare circulara cu acceleratia unghiulara € constanta si se
opreste la 5 s.

Se cere:

a) viteza unghiulara a punctului A in momentul initial,

b) acceleratia unghiulara a punctului A in momentul initial,

C) viteza unghiular, viteza liniara si acceleratia punctului A dupa 5 secunde
de la franare.

Rezolvare

Expresia vitezei unghiulare este:

_nn
“0 =3
1507
Wy = S0 = 15,7rad/s

w, este viteza unghiulara la momentul de timp t,=0 (initial)
b) determinarea acceleratiei unghiulare punctului A in momentul initial
Ecuatia miscarii punctului A este:

1
g0=§£t + wot + @
unde
¢ fiind unghiul parcurs pana la momentul t,
w, este viteza unghiulara a discului (pand in momentul cand incepe
franarea),

¢ este miscarea rotii motorului la momentul de timp, t,
€ este acceleratia unghiulard a rotii motorului,
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@, este miscarea rotii motorului la momentul de timp, t,,

t este timpul.
®o=10
dp _ .
w= Tt =@

d

a)za

1 2
(EEt + wot + <p0>
1
w =E'2€0t+15,77'[+0
w =gyt +157n
w =&t + wy
t=0>w=w,=15,7s"1
Deci
w=¢&t+ 15,7
La oprirea volantului, lat=10's, avem w; = 0, inlocuind, se obtine
0=¢c-10+157 > ¢-10 = —15,7 > ¢ = —1,57 rad /s*
Se calculeaza viteza unghiulara, viteza liniara si acceleratia punctului A,
dupa 5 secunde de la franare.

Se scrie relatia pentru viteza unghiulara:
w = —¢&t+ wy
w=-157t + 1,57
Pentru t;=5's, se obtine:

s =Ry
ds
==
v=Rg

. _dy
Y= =
Vap = w1 Ry
dv d?s _
arA:E:W:S:RAw:RAS

— a, este acceleratia pe directie tangentiald

v Ny

w
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$2 Ri’w
= —_— = = R 2
anA P RA AW

— a, este acceleratia pe directie normala care coincide cu directia

radiala,

— |a| este modulul vectorului acceleratie,

lala = \/a% + aj

Inlocuind relatia a, 4 = Raesirelatia a, , = Ryw? inrelatia |a| =
\Ja? + a2 se obtine acceleratia punctului P
lals = V(Ra)? + (Raw?)?

@l = (Ra?@? + (@?)?
ala = Rav/ (&7 + (@)

w=-157-54+157=>w=-7,85rad/s
v=Rp w=200-785=1570mm/s = 1,57 m/s
ar, =Ry e=-200-(-1,57) = 314 mm/s* = 0,314 m/s*
a, = Ry - w? =200 (—7,85)? = 12324,5 mm/s? = 12,3245 mm/s*

a = 200+/(—1,57)% + (—7,85)% = 1601,09 mm/s? = 1,60 m/s?

Problema 8. Volantul unui motor de razd R = 150 mm se gasea in miscare
uniforma cu n = 100 rpm in momentul cand este franat. Din acel moment,
volantul se misca astfel incat un punct A de pe periferia lui executa o
miscare circulara cu acceleratia unghiulara constanta, € = ct, si se opreste la
8s.
Se cere:
a) Viteza initiald a punctului A;
b) acceleratia unghiulard a punctului A (se considera uniforma);
C) viteza unghiular, liniara si acceleratia punctului A, dupa 8 s de
la franare;
d) numarul de rotatii pe care le face roata din momentul cand a fost
franata pana s-a oprit.
Rezolvare
a) viteza initiald a punctului A

60



Capitolul 2.

Cinematica
mn
Wy = —
4730
unde
e n este turatia motorului, in rpm
m-100
Wyy = 30 = 10,47 rad/s

e w, este viteza unghiulara a volantului motorului (inainte de franare),
inclusiv a punctului A de pe volant,
b) se calculeaza acceleratia unghiulara a punctului A Th momentul
initial
Ecuatia miscarii punctului A, exprimata prin unghiul de pozitie ¢, este:
sensul de deplasare a punctului considerandu-se pozitiv

1
Py = —Egtz +(1)A0t+(p0

unde
w, este viteza unghiulara a volantului (pana in momentul cand
incepe franarea, considerata constanta),
@ este unghiul de pozitie a punctului A al volantului motorului la
momentul de timp t,
€ este acceleratia unghiulara a volantului motorului, inclusiv a
punctului A, e=ct,
@, este pozitia unghiulard a volantului motorului la momentul de

timp ¢,
t este timpul.
@, = 0 (la momentul de timp initial, t=0)
_de
w = E =

et? + wot + goo)

N =

d
-l
w = —¢t+ wy

1
w = —E'Zfot + 10,47
w = —¢gt+ 10,47

rad
t=0=>w=a)0=10,47T

61



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

Deci,
w = —¢&t+ 10,47
La oprirea rotii, dupa t=8 s, avem w; = 0 si, Tnlocuind in relatia
vitezei unghiulare, w = —¢&t + w,, Se obtine
0=¢-8+1047
& 8=-10,47
g = —1,31rad/s?
Tn acest caz, € are valoare negativa deoarece miscarea este
decelerata.
C) w=¢&t+ w,
w=-131t + 10,47
rad
t=28s->w= 26,ZIT
s =Ry
ds
==
v=Rg

. do
LA P

v S

V1=(1)1'RP
_dv_dzs
T dt dt?

e . este acceleratia pe directie tangentiala

a; ::S::RPC(.):RPS

p Rp
e q, este acceleratia normala pe traiectorie, care este circulard, deci pe

directie radiala

lalp = vaf + af

e |a| este modulul vectorului acceleratie

ld| = /a2 + a2
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Inlocuind relatia a, = Rpe si relatia a,, = Rpw? in relatia |a| = /a2 + a2

se obtine acceleratia punctului P
lalp = v (Rpe)? + (Rpw?)?

@l = (Re*(@? + Ry? (0?2
|lalp = Rpv/(€)* + (w?)?
v =150-(26,21) = 3931,5mm/s = 3,9315m/s

a, = Rp-&=150-(1,31) = —196,5 mm/s? = —0,1965 m/s?
a, = Rp-w? =150 (—26,21)? = —103044,62 mm/s? = —103,04462 m/s?

|alp = 150y/(—26,21)% + (—1,31)? = 3936,41 mm/s>

a = 3,936 mm/s?
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Problema 1. Sa se calculeze momentul de inertie polar si modulul de
rezistentd polar si axial al sectiunii din Figura 3.1, cu diametrul d=5 mm.

| Y

Yy ]
/

P

Figura 3.1

Rezolvare

Pentru a rezolva problema, sa recapitulam notiunea de moment de
inertie al unei sectiuni plane, tinand seama de notatiile din Figura 3.2.

In Figura 3.2 este dati o suprafati plani de arie A, pe care se
considera un element infinit mic de arie dA, situat la distanta y fatd de axa
OZ si la distanta z fatd de axa OY.
unde

ZQY este sistemul de axe ortogonal,

C este centrul de greutate al suprafetei A,

r este raza de proiectie a elementului de arie dA,
Z este abscisa,

y este ordonata.
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Ny

Figura 3.2. Momentul de inertie polar

Cu notatiile din Figura 3.2, momentul de inertie polar, fatd de punctul O, se
calculeaza cu relatia:

Ipzfrz-dA
A

I, este momentul de inertie polar al sectiunii A, fata de punctul O,

unde

dA este elementul de suprafatd al sectiunii,
r este distanta de la polul O la elementul de arie dA.
Daci inlocuim relatia r* = z* + y? in relatia I, = [, r? - dA, se obtine:

I, = jA(z2 +y*)dA

Ipzfzsz+fy2dA=
A A

unde

fysz=IZ
A

I, este momentul de inertie axial al suprafetei A n raport cu axa OZ,
si este intotdeauna pozitiv,
y este distanta de la elementul de arie dA la axa OZ,
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Jzsz =1
A

Iy este momentul de inertie axial al suprafetei A in raport cu axa OY,

si este intotdeauna pozitiv,

z este distanta de la elementul de arie dA la axa OY.
Tn calcularea acestor caracteristici, dimensiunile lungimilor se introduc n
aceiasi unitate de masura, de exemplu, Tn mm sau m.
Daca inlocuim relatia [, z* dA =1, si relatia [, y*dA =1, in relatia I, =

2 2 .
J,2* dA + [, y*dA, se obtine:
L=Kk+]

Pentru un cerc, aria elementului de arie infinit mica, dA, se poate calcula ca
arie a unui sector de cerc de raza r si de latime infinit mica, dr (Figura 3.2b).
Prin desfasurare, acest sector de cerc devine un dreptunghi de lungime 2mr
si latime dr.

Se poate considera:

dA = 2mtrdr
I, = frz dA
A
r r
I =f r221'trdr=f 2mr3dr
0 0
| 5 4" ot
p =2M—| = —
4, 2 |,
_ d
=3
d fiind diametrul
d d*
r*|z 2%
Ip = ZTEZ = 1'[7
0
| _nd4
P32
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Inlocuim diametrul, d=5 mm, si se obtine valoarea pentru momentul de

inertie polar.
mid* 5%

- - _ 4
Ip =3 - Ip 32 61,36 mm

Calculul modulului de rezistenta polar se face astfel: modulul de rezistenta
polar al sectiunii din Figura 3.2, prin definitie, este raportul, W, = ?p, pentru

suprafete circulare.
unde

[, este momentul de inertie polar al sectiunii A
|

w, =2
Py
_d
T2
a . . T[d4 . . d "~ . p - .
Inlocuim relatia I, = <5 8 relatiar = S n relatia W, = + sise obtine
mid*
w. = 32 _md* 2
P d 32 d
2
_ md?
P~ 16
53 s
Wp = 1_6 = 24,52 mm
Calculul modulului de rezistenta axial W,
I
W, = ?Z
mid* q
32
W, =24 — _
z r 2
mid* .
W = 37  md® 2
P d 32 d
2
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mud3
W, = 16
Tnlocuind cu valorea diametrului (d=5 mm), se obtine valoarea modulului de
rezistenta fata de axa OZ.

Pentru o sectiune circulara

md3
Wy =W, = 32
53
W, = W, = —- = 12,27 mm’

Problema 2. Sa se calculeze momentul de inertie polar si axial al sectiunii

din Figura 3.3, cu di=7 mm, de=15 mm.
de o
di
dA
O

Sectiunea din Figura 3.3 este un sector de cerc, caracteristica tuburilor,

~N Y
N

a
_

Figura 3.3.

bucselor si tevilor.
dA este aria elementului de arie infinit mic, cu raza r si latimea dr
dA = 2mrdr
Se calculeaza prima data momentul de inertie polar al cercului cu diametru
de.

Ip, = Jrg dA.
A
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4 Te 4 Te
r r
Ip, = frﬁZm‘edre =2n—| = Ze
A 0 0
Fe =5
de  de d?
ré| 2 22 1_8 md}
I, =2n—| =n5-=n-=
e 4], 2 2 2-16
_ mdg
Pe = 37
Se calculeaza momentul de inertie polar al cercului cu diametru d;,
dAi = 21'[ridri

dA este aria elementului cu raza r;.

Iy, = f rf dA;
A

Iy, = friZZm‘idri
A

— ri‘*ri_nri“'ri
pPi — TE4 - )
0 0
d;
ri=?
o df
dF_ g
Ipl_Z‘ITZ :1'[7
0
di
I =1TE “d?
Pi 2 2-16
I nd
Pi 32

Pentru a calcula momentul de inertie polar al sectiunii hasurate ( a sectorului
de cerc) se scade momentul de inertie polar al cercului cu diametru d; din
momentul de inertie polar al cercului cu diametru d,.

Ip =Ip, = Ip;
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L= md
Pe — 32
Pi 32
| (e —dh)
P 32
p= W = 4734,38 mm*
Modulul de rezistenta polar al sectiunii hasurate (inelare) este:
W, =
P I-I’I'laX
dp
Imax = )
W (de —df)
P 16d,
W, = % =327,25 mm3

Calculul modulului de rezistenta axial pentru sectiunea inelara

I I
W, =W, = IR
Tmax rmax
n(dg —di)
Wy =W, = 32d,
(15% — 7%)
=—— 2 =327,25mm3
2= 73215 mm

Problema 3. Se da sectiunea patrata din Figura 3.6, cu 1I=15 mm. Se cere:

a)  aria sectiunii hasurate,

b) distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele
extreme ale sectiunii,

c) momentul de inertie fatd de axa OX si momentul de inertie fata
de axa OY,

d) modulul de rezistentd fata de axa OX si modulul de rezistenta
fata de axa OY,
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e)  raza de inertie a sectiunii din Figura 3.4 in raport cu axa OX si
raza de inertie a sectiunii din Figura 3.4 in raport cu axa OY.

lY

)

Figura 3.4.

Rezolvare
a)  aria sectiunii hasurate este aria unui patrat.
A=1?
A =152 = 225 mm?
b) distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele
extreme ale sectiunii sunt

1
dx:dyzz

15
dx=dy=7=7,5mm

d, este distanta de la axa OX la punctul extrem al sectiunii hasurate,
d,, este distanta de la axa OY la punctul extrem al sectiunii hagurate.

c) calculul momentului de inertie fatda de axa OX si momentul de

inertie fata de axa OY:

Se considerd elementul de arie dA ca fiind un dreptunghi de lungime b
(b=ct) si latimea dy, si luat la distanta y fata de axa OZ (Figura 3.5).
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b
D b C D 7z _dz C
= =
0 7z 0 7
>
2
A B A B
VY | Y
a) b)

Figura 3.5. Suprafata dreptunghiulara

Pentru o sectiune dreptunghiularda de latime b si lungime h,
momentele de inertie axiale se calculeaza astfel:

Momentul de inertie axial al sectiunii hasurate ale elementului de
arie dA = bdy este dat de relatia

I, = f y?dA
A
unde
[, este momentul de inertie axial al suprafetei A in raport cu axa OZ,
in mm* si este intotdeauna pozitiv,
y este distanta de la elementul de arie dA la axa OZ, distanta care se
masoara In mm.
h h
2, by?3|2 bh3
IZ:f_ﬁy Py =3, T 12
2
Momentele de inertie axiale ale sectiunii hasurate ale elementului de
arie dA = hdx
I, = L z% dA
unde
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I;, este momentul de inertie axial al suprafetei A in raport cu axa OY,
z este distanta de la elementul de arie dA la axa OY.

z hz3 g hb3
Iyz.f_éz hdZZT Tl
2
Suprafata este un patrat, rezulti: h =b =1
14-
IZ = Iy = ﬁ
[, =1 =1—54=%=421875mm4
Y12 12 '

d) modulul de rezitenta axial al sectiuni patrate este

ad
Wy=W=7
15 3375 5
WX=Wy=?=T=562,5mm

e) calculul razelor de inertie

Prin definitie, raza de inertie a unei sectiuni A, fatd de axa de coordonata,
este

Razele de inertie pentru 0 sectiune patrata sunt egale:

rX:ry:\/;:\/;:

_ |4218,75

Iy =Ty = o5 = /18,75 mm

ry =ry = 4,33 mm
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Problema 4. Se da sectiunea din Figura 3.6, cu a=25 cm si b=7 cm. Se cere:

a)  aria sectiunii hasurate,
b) distantele de la axa OX si, respectiv, axa OY la punctele extreme
ale sectiunii hasurate,
c) momentul de inertie al sectiunii fatd de axa OX si, respectiv, axa
oY,
d) modulul de rezistenta al sectiunii fata de axa Ox si, respectiv,
axa Oy,
e) razele de inertie ale sectiunii in raport cu axa OX si raza de
inertie a sectiunii in raport cu axa OY.
1Y
a
b
. /
i
Figura 3.6.
Rezolvare
a) Aria sectiunii hasurate, Se calculeaza prin scaderea ariei

patratului mai mic (de laturd b, notate cu A4;) din aria patratului
mai mare (de latura a, notate cu A,)
A, = a*

A, este aria sectiunii patrate cu latura a

A, = b?

A; este aria sectiunii patrate cu latura b

A= A, — A
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A = a%? — b?
A = 25% — 72 =625 — 49 = 576 cm?

b) Distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele extreme ale
sectiunii  hasurate sunt egale (adicai marimea segmentului

perpendicular pe OX si pe latura paralela cu OX)
dy=d, =~

25
dx=dy=7= 12,5 cm

€c)  Momentul de inertie al sectiunii hasurate fatd de axa OX si momentul

de inertie fata de axa OY se determind astfel:

- se calculeaza momentul de inertie al sectiunii patrate exterioare cu latura a,

fatd de axa OX si fata de axa OY,

- se calculeaza momentul de inertie al sectiunii patrate, cu latura b, fatd de

axa OX si fata de axa OY,

- se scade momentul de inertie al sectiunii patrate cu latura b din momentul
de inertie a sectiunii patrate cu latura a, fata de axa OX si fata de axa

QY.
Momentul de inertie fata de axa OX va fi calculat astfel:
Momentul de inertie al sectiunii patrate, cu latura a, fata de axa OX este

a
Ixe = 12
Momentul de inertie al sectiunii patrate, cu latura b, fata de axa OX este
b4
IXi = ﬁ
Momentul de inertie al sectiunii hasurate, notat cu I, fata de axa OX este
4 _ 14
a*—b
Ix:Ixe_Ixi :T
25% — 7% 390625 —2401 388224 .
Ly =l =Ly = —F—= 13 =—; = 32352cm
Momentul de inertie al sectiunii patrate, cu latura a, fata de axa OY este
2%
lye = —
12

Momentul de inertie al sectiunii patrate, cu latura b, fata de axa OY este
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b4
Iyi = E
Momentul de inertie al sectiunii hasurate notat cu I, fata de axa OY este
a4 _ b4—
Iye - Iyi == 12
25% — 7% 390625 —2401 388224 .
lye — Iy = 7= 2 =1 = 32352 mm

d)  Modulul de rezistenta al sectiunii hasurate fatd de axa OX si fata de
axa OY se determina astfel:

Zmax

Pentru ca sectiunea este un patrat (h=a=d), momentele de inertie fata de axa

OX si fata de axa Oy sunt egale.

5
=5~ % = 2604,17 mm?3

e)  Calculul razei de inertie a sectiunii de arie A in raport cu axa OX si a
razei de inertie a sectiunii de arie A in raport cu axa OY.

Ly, — Ly,
Ix = |

a* b* 254 74
L, —Ixi " 12 12 " 12 32352
rX = A = = =

a2 —b2  \252-—-72 | 576

= 7,49 mm

Raza de inertie pentru sectiunea de arie A fata de axa OX este

ry — IYe B IYi
,’ A

a* b*
|y 2712
Iy = A a3z _p2
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25 7
12 ~ 12 |32352

252 —-72 | 576

= 7,49 mm

Iy =TIy = 7,49 mm

Problema 5. Se da sectiunea din Figura 3.7 cu urmatoarele dimensiuni: a =
9cm, b = 17 cm. Se cere:
a)  aria sectiunii hasurate,
b) distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele
extreme ale sectiunii hasurate,
c)  momentul de inertie al sectiunii fata de axa OX si axa OY,
d)  modulul de rezistenta al sectiunii fatd de axa OX si axa OY,
e) razele de inertie ale sectiunii in raport cu axa OX si raza de
inertie a sectiunii In raport cu axa OY.

Iy

>V

Ymax

Xmax

Figura 3.7

a)  Aria sectiunii hasurate (un dreptunghi)
A=ab

A=9-17 = 153 cm?
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b) Distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele

extreme ale sectiunii hagurate

a
dory =35

9
d(oy) = E = 4,5 cm

q b
0x) ~ 5
17
doox) = - = 8,5 cm
€c)  Momentul de inertie fatd de axa OX si momentul de inertie fata
de axa OY
ab3
Iy = 7
9-173 44217 .
Iy = o - 12 - 3684,75 cm
ba3
I, = ER)
17-9% 12393 4
I, = o - 12 - 1032,75 cm
d) Modulul de rezistentd fata de axa OX si modulul de rezistenta
fata de axa OY
I.X'
W = dovymax
W = ab?
x 6
_9-172_2601_ 3
W, = =% = 433,5cm
L
Wo= doxymax
W = ba?
Y76
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17-9% 1377
Y7 6 6
Concluzie. Modulule de rezistentda fata de axe ale unei sectiuni

= 229,5 cm3

dreptunghiulare sunt diferite. Dacd bara este solicitata, la incovoiere se
obtine o tensiune mai micd, dacd latura mai mare a dreptunghiului este pe
directia de aplicare a fortei care determina Incovoierea.

e) Raza de inertie a sectiunii in raport cu axa OX se determind cu

relatia:
ab?
— |x_ (A2
= |7 ab
_[3684,75 490
= |75z TR m

Raza de inertie a sectiunii in raport cu axa OY se determina cu relatia:

ba’
R R VA
y A ab
1032,75
I'y = T = 2,59 cm

Problema 6. Se da sectiunea din Figura 3.8 cu a=25 cm, b=45 cm si ¢=35
cm. Se cere:
a.  aria sectiunii hasurate,
b. distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele
extreme ale sectiunii hasurate,
c.  momentul de inertie al sectiunii fata de axa OX si momentul de
inertie al sectiunii fata de axa OY;;
d.  modulul de rezistenta al sectiunii fatd de axa OX si modulul de
rezistenta al sectiunii fatd de axa OY;
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| Y
- a -

Xmax Xmax

Ymax
f=) o 0
X

¥Ymax

Figura 3.8

Pentru a determina aria sectiunii hasurate, se calculeaza aria dreptunghiului
cu laturile a si b, din care se scade aria dreptunghiului cu laturile c si a.
A =ab—ac
A=a(b—-oc)
A = 25(45 —35) = 25+ 10 = 250 cm?
Distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele extreme ale
sectiunii hasurate

g = b
ox) — 2

d(OX) = 7 =22,5cm
a

dov) =3

25
d(oy) = 7 == 12,5 cm

Momentul de inertie a sectiunii hasurate fatd de axa OX si fata de axa OY se
determinad astfel:

- se calculeazd momentul de inertie a sectiuni dreptunghiulare cu
laturile a si b, fata de axa OX si fata de axa OY,
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- se calculeazd momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu
laturile c si a, fatd de axa OX si fatd de axa OY,
- se scade momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile ¢
si a din momentul de inertie a sectiuni dreptunghiulare cu laturile a si b,
rezultind momentul de inertie fata de axa OX si, respectiv, momentul de
inertie fata de axa OY.
Momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile a si b, fata de axa
OX, este
ab3
IX = E
unde
I, este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile a si b, in
raport cu axa OX
25
Iy = 5453 = 189843,75 cm*
Momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile ¢ si a este fata de
axa OY
ac3
IX = E
unde
I este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile ¢ si a, in
raport cu axa OX

,  25-353

*T12
Momentul de inertie al sectiunii hasurate fatd de axa OX a sectiunii hasurate
este

= 89322,92 cm*

. ab® ac® a(b®-c?)
e, =l —ff=e =2

12 12 12
I, = 189843,75 —89322,92 = 100520,83 cm*

Momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu laturile a si b fata de axa
QY este
ba3
Iy = 17
unde
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— I, este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile a §i b, in
raport cu axa OY
45 - 253
="
Momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu laturile ¢ si a este fata de
axa OY

= 160781,25 cm*

, ca
Iy = E
unde
I, este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile ¢ si a, in

raport cu axa OY

. 35-253 4
I, = 7= 45572,92 cm
Momentul de inertie fata de axa OY a sectiunii hasurate este

, _ba® c® a’(b-o)

[ — -

y YT 12 12 12
I,, = 160781,25 — 45572,92 = 115208,33 cm*

IJ/t =

Modulul de rezistenta al sectiunii hasurate fata de axa OX si, respectiv, fata

de axa OY se determind astfel:
I

W — Yt
* dov)max
b
AOV)max =5
_ 100520,83 _ ;
W, = ———"" = 4467,59 cm
45
2
I
W — yt
y d(oy)max
b
A0V )max =5
11520833 ,
W, = ——"" =9216,66 cm
25
2
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Problema 7. Se da sectiunea din Figura 3.9 cu, a=60 cm, b=40 cm, ¢=120
cm, d=150 cm. Se cere:
a.  aria sectiunii hasurate;
b.  distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele
extreme ale sectiunii hasurate;
C.  momentul de inertie fatd de axa OX si momentul de inertie fata

de axa OY;
d.  modulul de rezistenta fata de axa OX si modulul de rezistenta
fata de axa OY;
v N
N M 1 - - b/ 7, ‘
7 y %
J V7 . o %%
7 Z 0 '/'/
Z 7 ~ % /4'
" | b/2
Figura 3.9

a) Pentru a determina aria sectiunii hasurate, se calculeazd aria
dreptunghiului cu laturile a si d, din care se scade aria dreptunghiului
cu laturile a si b.
A =ad—bc
A=60-150—40-120 = 9000 — 4800 = 4200 cm?

Distanta de la axa OX si distanta de la axa OY la punctele extreme ale
sectiunii hasurate se determina astfel
- distanta de la axa OX la punctele extreme ale sectiunii cu laturile a si d
este

d
dy) =7
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150
d(y) = — = 75 cm

- distanta de la axa OX la punctele extreme ale sectiunii cu laturile b si €

este

C
dy) =5

2
120
d(y) = - = 60 cm
- distanta de la axa OY la punctele extreme ale sectiunii cu laturile a si d

este

d
d@) =3

60
d(x) = - = 30 cm

- distanta de la axa OY la punctele extreme ale sectiunii cu laturile b si ¢
este

b
d(x) =5

40
d(x) = -5 = 20 cm

Momentul de inertie al sectiunii hasurate fata de axa OX, I, , si momentul

de inertie fata de axa OY, Ly, . s€ determina astfel:

—  se calculeaza momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu
laturile A si B, fata de axa OX si fatd de axa OY,

- se calculeazd momentul de inertiec al sectiunii dreptunghiulare cu
laturile b si a, fatd de axa OX si fata de axa OY,

—  se scade momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu laturile b
si a din momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu laturile B
st A, fatd de axa OX si fata de axa OY.

Momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile a si d fata de axa

OX este

I ad?
=
x 12
60 - 150° .
Ix = T = 16875000 cm
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Momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile b si ¢ fata de axa
OY este

,  bc?

I, = ER

40
I, =—=120% = 5760000 cm*

12
Momentul de inertie a sectiunii hasurate fata de axa OX este
Lo d® bcd
T 12 12

Iy = 16875000 — 57600000 = 11115000 cm*

Momentul de inertie al sectiunii dreptunghiulare cu laturile a si d fata de axa
QY este
da3
Iy = 17
unde
I, este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile b si c, i

raport cu axa OY

150 \
y =5 60° = 2700000 cm

Momentul de inertie a sectiunii dreptunghiulare cu laturile c si b este fata de
axa OY

|

, cb?
YT 12
unde
I, este momentul de inertie axial al suprafetei cu laturile a si b, Tn

raport cu axa OY

,  120-40° .
L, = 1z - 640000 cm
Momentul de inertie fatd de axa OY a sectiunii hasurate este
da® b3
VT T
I, .= 2700000 — 640000 = 2060000 cm*

b) Sectiunea B poate fi considerata ca fiind compusa astfel:
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Varianta 1: sectiunea este formata din 3 arii, doua dreptunghiuri cu
laturile a si (d — ¢)/2 si un dreptunghi cu laturile ¢ si (a — b)
Ipy = Lix + Loy + I3y = 2 L1y + I3y

) d—c\} 1 c+d\> d-c
11x:I1x(01)+d1'A1:< 5 ) 'a'E‘F( 4 ) A

150 — 120\° 1 /1204 150\* 150 —120
w= () 60 () 0T
= 4201875 cm*
_c*(a-b)
3x — T
_120°(60 — 40)
3x — 12
Iz, = 2- 4201875 + 2880000 = 11283750

= 2880000 cm*

IBy =Ily+12y+13y =2'11y+13y

d ; C a3
I, =—%—
ly 12
150 — 120
_ 2
y 12

603
= 270000 cm*

c(a—b)3
T T 12
120(60 — 40)3
lsy = 12
IBy = 2-270000 4+ 80000 = 620000 cm*

= 80000

Varianta 2: sectiunea rezultata prin scaderea celor doud dreptunghiuri
laterale din dreptunghiul mai mare, cu laturile a si d.
b

a-d® _5¢€

12 12

L = Ly — 215, =
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601503 _—120° .
I, = 12 -2 12 = 11115000 cm

Lyoyy = Iy — 213y
_d-a3_ 150 - 603

— 4
Ly =~ —— = 2700000 cm

L. =120 (40)3 1. (60 _40 40)2 120- 2% _ 1040000 cm*
2y = 2) 2 2 4 2 cm

L,(oyy = 2700000 — 2 - 1040000 = 620000 cm*

Problema 8. Un surub avand pasul p, masa m si momentul de inertie al
sectiunii fatad de axa [,, se roteste intr-o piulitd cu viteza unghiulara w. Se
cere energia cinetica E a surubului la un moment dat.

L Z

XA
A\

Figura 3.10

Pasul elicei surubului este:
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MoM; = MM, =...=p =ct
Semnificatia notatiilor din Figura 3.10 sunt:
axa OX trece prin punctul M,,
axa OZ este axa corpului surubului,
R este raza cilindrului de raza OR,
« este Tnclinarea traiectoriei elicoidale, care desfasurata, este o linie
dreapta, fata de orizontala,
6 este unghiul de pozitie al punctului M= fata de axa OX.

Rezolvare

Daca se desfasoara cilindrul pe care este spirala filetului, traiectoria
este o linie dreapta inclinatd, cu unghiul, «, fata de orizontala (planul XQOY).
Punctul M are urmatoarele coordonate in sistemul cartezian:

x = Rcos6
y =Rsinf
_p-P
z=A10 = o 6
M, M,
M, M,
p
/ Z
M,
RO M* MO
2R

Figura 3.11. Desfasurata traiectoriei punctului M pe filet

tga = — =1
8% =Re " 2nR
Proiectiile vitezei punctului M sunt
v, = %X = —ROsin 6

V), =y =R6Ocos6 = Rwcos 6
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. . 14
vZ=Z=AH=/1a)=Ea)

Punctul M de pe surub are o miscare elicoidala
Energia cinetica a surubului in rotatie este:

E.= Emvg + Elzwz

unde
m este masa surubului,
v, este viteza surubului pe directia OZ considerata constanta,
w este viteza unghiulara a punctului M,
[, este momentul de inertie axial fatd de axa OZ.

Considerand relatia dintre v, si w, se obtine:

pw
Vo=V, =
unde
Vv, este viteza surubului pe directia OZ considerata constanta,
p este pasul surubului,
w este viteza unghiulara.
I, = mR?

— I, este momentul masic de inertie.

pw

. : . . 1
“— si relatia [, = mR? in relatia E = =mvj +
21 ° 5 Z 5 2

Inlocuim relatia vy = v, =

1 .
E I,w? se obtine:

1 pon? 1 mp® + 4mR*n* . mo?
E=-m(>) = -

812 ® 82

(p? + 4R?1?)

Problema 9. Un scripete cu doud roti solidare, cu razele R; = 0,10 m si
R, = 0,20 m si un fus cu raza r=0,02 m serveste la ridicarea greutatilor.
Admitand 1n lagar un coeficient de frecare p = 0,2, se cere randamentul
scripetelui, ), neglijand rigiditatea scripetelui.
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Figura 3.12

Rezolvare
Miscarea greutitii G este uniforma dacd masa momentului fatd de centrul de
rotatie este zero si daca suma fortelor de directie verticald este zero

Fortele pe directie verticala isi fac echilibru:
—Fhn—-G+N=0

Fn+G=N
Momentele fata de centrul de rotatie O isi fac echilibru.

_FmRZ + IJ.NT + GR1 =0
0,2F,, + 0,2(G + F,,)0,02 + 0,1G = 0
—0,2F,, + 0,004G + 0,004F, + 0,1G = 0

—0,196F,, = —0,104G

_ 0,104G

F = 0,53G
0,196
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F,, este forta cu care se actioneaza pe roata de raza R, pentru a ridica
greutatea G.

Daca se admite o rotire cu 0 a sistemului cu scripetele, G urca cu R, 0 si Fp,
coboara cu R, 0.
Ly, G-R® 010G 0,1

e Y = = = 0,943
M= 1. F. R,0 053-G,-20 0,106

Problema 10. Se considera palanul diferential din Figura 3.13. Se cunosc
greutatile G, si G, ale celor doua corpuri, momentul de inertie al palanului
I, fatd de centrul O si viteza lui unghiulard w. Se neglijeaza frecarea. Se
presupune ca firele sunt inextensibile si nu alunecd pe scripete. Se cere
momentul cinetic al sistemului fata de punctul O si energia sa cinetica.

Figura 3.13

Rezolvare

Corpurile G; si G, se translateaza pe verticald cu v; = Ry si respectiv
v, = R,w.

Impulsurile maselor 1 si 2 vor fi:

Gy
H1 = M1V1 = ERl(A)
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G
HZ = M2V2 == ERz(D

Momentele cinetice al maselor 1 si 2 fata de centrul de greutate O si al

sistemului G sunt:
Gy Gy
K=—Riw+—Rw+ o
8 8
Energia cinetica este suma energiilor cinetice ale componentelor sistemului:
K = K01 + K61 + Kpalanul

3
1G4 1G, 1
E = ; =5 (Raw)? 45 (Row)” + 5 yw?

Problema 11. Pe o rampa de descarcare a ambalajelor dintr-o fabrica de
conserve, Inclinatd fatd de orizontald cu un unghi a = 45°, se dd drumul
unei lazi, fari viteza initiald. In timpul deplasarii ia nastere frecarea,
caracterizata prin coeficientul de frecare p = 0,3. Se cere viteza pe care 0 va
avea lada, dupa ce a parcurs o distanta 1=6 m pe planul inclinat.

Figura 3.14

Rezolvare
Se aplica teorema fundamentald a dinamicii, pe directia planului inclinat:

F=ma
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d?x _
mﬁz m- g - sina — F¢
unde: Ff = pN = p - G cos a = pumg cos a, deoarece G = mg, g fiind
acceleratia gravitationala.

Se mai poate scrie teorema fundamentala astfel:

dv )
m - = mgsina — ymgcos a
Derivata vitezei in functie de timp se poate scrie:
dv dv dx
dt dx dt
dv )
Fei g(sina — pcosa)

Ecuatia diferentiala devine:
dv = g(sina — pcosa)dx
Se integreaza:

v l
Jdv = jg(sina — ucosa)dx
0 0

se obtine:

N|<N

= glsina — pglcosa + C

Pentruty =0,1=0siv=20,deciC=0
Rezulta:

V= \/Zgl(sina — pcosa)

inlocuim cu datele numerice si se obtine

v =,/2"g"6(sin45° — 0,3c0s45°) = 4/2-10-6(0,71 — 0,3 0,71)
=7,72m/s

Problema 12. O naveta cu borcane aluneca pe o panta cu un unghi a = 30°,
de la o inaltime h=1 m, coeficientul de frecare cu planul fiind p = 0,2. Se
cere distanta x pe care o parcurge naveta pana se opreste.
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B C
e

L

Figura 3.15

Rezolvare

Miscarea navetei este compusa din:
miscarea pe plan inclinat (o miscare uniforma accelerata); AB = x4,
miscarea pe planul orizontal (miscare uniform incetinitd); BC = x5.

Distanta parcursa pana la oprire este:
X = xl - xz
Tn intervalul A-B se aplica teorema conservarii energiei

1 . 1 5
EmvB - EmVA = Gh — uGCOSO(m
Vp = 0
Se obtine:
mvj
T = Gh(l — uctg OC)
Tn intervalul B-C, aplicand tot teorema conservarii energiei se obtine:
1
Emvé - Emvﬁ = —uGx
Ve = 0
Egaland relatiile anterioare se obtine:
mv3
— = Gh(1 — pctga) = —pGx,

x, fiind spatiul parcurs pe planul orizontal.
Rezulta:
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h
X, = ;_1(1 — pctga)
Tnlocuim cu datele numerice, se obtine:

2 2
= — — NVN=—(1-02
X 0z (1 —-0,2ctg45°) 0’2( 0,

95
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Problema 1. Trei cabluri de lungime L=4 m fiecare sunt folosite pentru
ridicarea unor greutati. Fiecare cablu are 7 toroane (Figura 4.1) de cate 19
fire, fiecare fir avand diametrul de 1,5 mm; materialul firelor are tensiunea
admisibild la rupere g, = 110 MPa. Punctele de prindere a greutdtii se
inscriu Tntr-un cerc cu raza r=1200 mm (Figura 4.2). Se cere greutatea
maximd ce poate fi ridicatd In aceastd configuratie. Cum se modifica
greutatea care poate fi ridicatd daca punctele de prindere se Inscriu intr-un
cerc cu raza r=2000 mm.

Figura4.1 Figura 4.2

Rezolvare

Se noteaza fortele care apar in cabluri cu:

N1=N2=N3=N
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Se calculeaza unghiul format de cablu cu orizontala (unghiul @).

_T'
COS(X—L
_1200 _

COSA =000

L=4m =4000mm
a = arccos 0,3 = 72,54°
Fie N,,4, sarcina maxima admisibila pentru cablu:

Nax = 0q * Acabiu

- d?
Acapry =m-m- 4

unde
Aqpi €Ste aria cablului,

N reprezintd numarul de fire dintr-un toron,

m reprezintd numarul de toroane.

Aria unui fir este:

Tn care d este diametrul unui fir.

1,52
=7-19-1,76 = 234,91 mm?

Acapu =719

Tnlocuim A,gpi = 234,91 mm? si 6, = 110 MPa in relatia Np,q, = 04 -
Acapiy S15€ obtine

Npgr = 110 - 234,91 = 25840,23 N = 25,84023 kN

Echilibrul fortelor pe directie verticala se scrie:

97



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

N;sina + Nysina + N3sina — G =0
3Nsina = G
G = 3 Nsina
Gmax = 3 Ny * Sina
Gmax = 3 - 25840,23 - sin72,54°
Gmax = 3+25840,23-0,9539 = 73949,05 N
= 73,94905 kN

Daca se modifica raza r, se modifica unghiul de inclinare a cablurilor si
proiectia pe verticald a fortei N. Se recalculeaza:

n
cosa; = T
2000
cosay = 2000 =0,5

rezulta

a; = arccos0,5 = 60°
Gmax1t = 3 * Nmax - Sinay
Gmax1 = 3 +25840,23 - sin60° = 67134,88 N
= 67,13488 kN

Dacar creste de la r = 1200 mm la r=2000 mm, greutatea maxima care
poate fi ridicatd scade de la Gpgy, = 73,94905kN la Gpay, =
67,13488 kN.

Deci Gpqy,, In procente, scade cu

Gmax, () — Gmax, (1) 100 = 73,94905 — 67,13488

-100 = 9,219
Grmar,(r) 73,94905 &

Problema 2. Trei cabluri de lungime L=4000 mm sunt folosite pentru
ridicarea unor greutati. Fiecare cablu are 6 toroane (Figura 4.3) de cate 36
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fire, fiecare fir avand diametrul de 1 mm, materialul firelor avand tensiunea
admisibild la rupere o, = 110 MPa. Daca punctele de prindere a greutatii
se Tnscriu intr-un cerc cu raza r=1000 mm (Figura 4.4). Se cere greutatea
maxima ce poate fi ridicatd in aceastd configuratie. Cum se modifica
greutatea care poate fi ridicatd daca punctele de prindere se Tnscriu Intr-un
cerc cu raza r=1800 mm.

Figura 4.3 Figura 4.4

Rezolvare
Se noteaza forta care ia nastere in fiecare cablu:
Nl = NZ = N3 =N

Se calculeaza unghiul format de fiecare cablu cu orizontala.

r

cosa =+
L

1000

2000 = 02°

cosa =

a = arccos 0,25 = 75,52°

Forta maxima care poate fi aplicatd pe cablu este:
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Nimax = 0q " Acapiu

- d?

4

Acapiy =N -m-
unde

n reprezinta numarul de fire dintr-un toron,
m reprezintd numarul de toroane.

Aria unui fir este:

2

T
Avapin = 636 = 6-36-0,785 = 169,56 mm?

Tnlocuim Aggp, = 169,56 mm? si o, = 110 MPa in relatia Ny, = 0,
Acapiri, S€ obtine
Npax = 110-169,56 = 18651,6 N

Echilibrul fortelor pe directie verticala se scrie:
Nisina + Npsina + Nzsina — G =0
3Nsina = G
G = 3 Nsina
Gmax = 3 Ny * Sina
Gmax = 3 -18651,6 - sin75,52°
Gmax = 3°18651,6-0,9682 = 54175,44 N = 84,1744 kN

Dacd se modificd raza r, se modificd unghiul de inclinare a cablurilor si
proiectia pe verticald a fortei N. Se recalculeaza

N
cosa; = —
L
1800
cosa, 2000 = 0,45
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rezultd

a,; = arccos0,45 = 63,26°
Gmax1 = 3 * Nppax - Sinay
Gmax1 = 3-18651,6 - sin63,26° = 49970,85 N

= 49,97085 kN

Problema 3. Patru cabluri de lungime L=5 m sunt folosite pentru ridicarea
unor greutdti. Fiecare cablu are 7 toroane de céte 19 fire, fiecare fir avand
diametrul de 1,2 mm, materialul firelor avand tensiunea admisibila la rupere
0, = 110 MPa. Daca punctele de prindere a greutdtii se Inscriu intr-un
dreptunghi, de dimensiuni x=1200 mm si y= 600 mm (Figura 4.5). Se cere
greutatea maximad ce poate fi ridicatd 1n aceastd configuratie. Cum se
modifica greutatea care poate fi ridicata dacd punctele de prindere se Tnscriu
intr-un dreptunghi, cu urmatoarele dimensiuni x=2000 mm si y=1200 mm.

Rezolvare

Figura 4.5
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Se noteaza forta care actioneaza pe un cablu
N1:N2:N3:N4:N

Se calculeaza unghiul format de cablu cu orizontala

cosa =

=~ ol &

% este jumadtate din diagonala dreptunghiului

d = /x2 + y2 = /20002 + 12002 = 2332,38 mm

2332,38

_ 2 —
cosa = 2000 0,2332

L=5m =5000mm
a = arccos 0,2332 = 76,514°

Nimax = 0q " Acabiu

- d?

Acapy =N -m-

unde

n reprezintd numarul de fire dintr-un toron,
m reprezintd numarul de toroane.

Aria unui fir este:

- d?

2

A1:

1,22

Avapn =719 - =7-19-1,76 = 150,42 mm?

Tnlocuim A,gp, = 150,42 mm? si o, = 110 MPa in relatia Np,q, = 0y -
Acapiy, S€ obtine
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Ny = 110 - 150,42 = 16546,2 N = 16,5462 kN

Echilibrul fortelor pe directie verticala se scrie:
Nisina + Nysina + N3sina + Nysina — G = 0
4Nsina = G
G =4 Nsina
Gmax = 4 Ny * Sina
Gmax = 4+16546,2 - sin76,514°

Grax = 4+ 16,5462 0,97 = 64,19926 kN

Daca se modifica dimensiunile dreptunghiului la x=2000 mm si y=1200
mm, se modifica unghiul de inclinare a cablurilor si proiectia pe verticald a
fortei N,4.. Forta N, radmane neschimbati, ea depinzdnd de
caracteristicile cablului.

=~ ol

cosay =

d o oL D
> este jumatate din diagonala dreptunghiului

d = /x% + y2 = /30002 + 20002 = 3605,551 mm

3605,551

_ 2 _
cosa = 2000 0,360551

rezulta

a; = arccos0,360551 = 68,8657°
Gmax1 = 4" Fpax - sina,

Gmax1 = 4+ 16,5462 - sin68,86° = 61,73069 kN
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Problema 4. Patru cabluri de lungime L=3000 mm sunt folosite pentru
ridicarea unor greutati. Fiecare cablu are 6 toroane de cate 36 fire, fiecare fir
avand diametrul de 1,2 mm, materialul firelor avand tensiunea admisibila la
rupere g, = 110 MPa. Punctele de prindere a greutdtii se inscriu intr-un
dreptunghi (cu urmatoarele dimensiuni x=2400 mm si y=1200) (Figura
4.6). Se cere greutatea maxima ce poate fi ridicata in aceasta configuratie.
Cum se modifica greutatea care poate fi ridicatd dacd punctele de prindere
se fnscriu intr-un dreptunghi cu urmatoarele dimensiuni X=3600 mm si
y=2000 mm.

Rezolvare

G
Figura 4.6

Se noteaza
N1:N2:N3:N4:N

Se calculeaza unghiul format de cablu cu orizontala
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cosa =

=~ ol &

S este jumatate din diagonala dreptunghiului

d = \/x% + y2 = /24002 + 12002 = 2683,28 mm

2683,28
2

COSCK:—3OOO

= 0,4472
a = arccos 0,4472 = 63,44°

Nimax = 0q " Acapiu

- D?
4

Acapiy =n-m-
unde

n reprezintd numarul de fire dintr-un toron,
m reprezintd numarul de toroane.

A_n-D2
17 g
m-1,22 5
Acabiu = 636" —— = 636 1,13 = 244,29 mm

Tnlocuim Agpp, = 244,29 mm? si o, = 110 MPa in relatia Ny,q, = 0, -
Acabiu, S€ Obtine

Npax = 110 - 244,29 = 26871,9 N
Echilibrul fortelor pe directie verticala se scrie:
N;sina + Nysina + N3sina + Nysina — G =0
4-Nsina =G
G = 4- Nsina
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Gmax = 4 Ny * Sina
Gmax = 4°26871,9 - sin63,44°
Gmax = 4-26871,9-0,9165 = 96144,07 N

Daca se modifica raza r, se modificd unghiul de inclinare al cablurilor si
amprenta pe verticald a fortei N. Se recalculeaza:

cosa, =

=~ ol &

% este jumadtate din diagonala dreptunghiului

d = [x2 + y2 = /36002 + 20002 = 4118,25 mm

4118,25

cosa = 2 _ 0,69

3000
Rezulta

a; = arccos0,69 = 43,37°
Gmax1 = 4 Npax - Sina,

Gmax1 = 4+ 26871,9 - sin43,37° = 738142,485 N

Problema 5. O bara de otel cu sectiunea constanta si lungimea 1=500 mm se
lungeste sub actiunea unei forte cu Al = 0,5 mm. Sa se calculeze forta de
intindere, cunoscandu-se volumul barei V., = 3 - 105 mm3,

Rezolvare

Se considera cd bara se deformeaza elastic si se scrie legea lui Hooke
oc=E-¢

unde

o este tensiunea la tractiune,
E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei,
¢ este deformatia la intindere a barei.
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Tensiunea la tractiune este data de relatia:

F
=2

n care A este aria sectiunii barei iar F este forta de intindere.

Deformatia barei sub solicitarea fortei F este:
£=—
L

in care AL este alungirea barei iar L este lungimea initiala.

5 . : F . . AL , . 9
Inlocuind relatia o = s relatia € = — in relatia 0 = E - &, rezulta:

Aria se poate calcula din relatia:

V=A-L=A v
— . = = —
L

. . . . . A .
Inlocuind relatia A = %m relatia F = E - A - TL , se obtine:

v AL_E AL-V
T L L 12
0,5-300000

F=21-" 105W = 126000 N = 126 kN

Problema 6. O bara din otel marca C45 N (otel carbon normalizat cu 0,45%
carbon, conform SR EN ISO 683-1:2018), cu diametrul d=6 mm, este
solicitata la intindere. Sa se calculeze forta F necesara pentru a produce o
deformatie de 0,015%. Sa se calculeze coeficientul de siguranta la
solicitarea de intindere statica. Sa se calculeze forta care produce ruperea
barei.
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Rezolvare
Se scrie relatia deformatiei la intindere plecand de la legea lui Hooke:
oc=FE-¢

unde
o este tensiunea la intindere,
E este modulul de elasticitate longitudinal pentru otel, E = 2,1 -
105 MPa,

e Al
¢ este deformatia la intindere (& = T)'

Din legea lui Hooke rezulta:

] Q

Se stie ca:

pentru solicitarea de intindere,
unde
F este forta de intindere,
A este aria sectiunii barei.
Pentru o bara rotunda de diametru d=6 mm, aria este egala cu:
T d?
4

a . . F . . a .
Inlocuind relatia o = - in relatia € = - S8 obtine:

_F
T Ea
Sub actiunea fortei de intindere, F, bara se deformeaza cu:
Al=¢-1
Din relatia Al = ¢ - [ rezulta ca:
Al F
“TT7EaA

unde

EA este rigiditatea barei la Tntindere.
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. . F . o < .
Din relatia € = ﬂ rezulta ca forta de intrindere F se calculeaza cu relatia:

F=¢-E-A
A_n-dz
4
P 0015 o 05 % ao06an
100 4 ’

Se calculeaza tensiunea la intindere (legea lui Hooke):

o=F-¢
a=2,1-105-w=315MPa
100 ’

Coeficientul de siguranta la solicitare staticd, S, se calculeaza cu urmatoarea
relatie:

Tn care

o, este limita la rupere la tractiune a materialului barei. Pentru

otelul din care este realizat bara, C45 N, g, = 550 MPa,

o este tensiunea 1n bara solicitata la tractiune.

_ 550 o6
$=315 " 7

Forta de intindere pentru ruperea barei este:

F =04

2

F =550-22 = 15550,88 N = 15,55088 kN
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Problema 7. O epruveta din otel cu dimensiunile din Figura 4.8 se rupe sub
actiunea fortei de tractiune F = 29000 N. Sa se determine tensiunea din

epruvetd si deformatia la rupere pentru forta aplicata.

Se dau:

modulul de elasticitate longitudinal la tractiune pentru otel, E = 2,1 -

105 MPa,
diametrul initial al epruvetei, dy, = 10 mm,
lungimea initiala, Lo=100 mm.

Rezolvare:
P
; 71 =
7 S
Lo
h Le h
L
Figura 4.8.

Tensiunea de rupere la tractiune o, se calculeaza cu urmatoarea formula:
j— Fr
Oy = X
unde
oy este tensiunea de rupere la tractiune,
F. este forta de rupere aplicata la tractiune,
A este aria sectiunii transversale a epruvetei.
- d3

4

A=

m-d3

. . F .
in relatia o, = Xr, se obtine:
F. AF,  4-29000
0- = = =
" medd medd w102
4
Daca se considera ca otelul respecta legea lui Hooke, adica materialul este

Inlocuind relatia A =

= 369 MPa

perfect elastic pana la rupere, Se scrie
c=E-¢
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unde

E este modulul de elasticitate longitudinal si este o constanta de

material, pentru otel acesta avand valoarea

E =2,1-10%N/mm?
€ este deformatia specifica a epruvetei
AL ,
e=—->AL=¢-L
L

unde

AL este deformatia epruveteli
AL =Ly — L
L, este lungimea initiald a epruvetei,
L este lungimea la terminarea solicitarii de tractiune a epruvetei (aici
pana la rupere).
Din relatia 0 = E - €, rezulta ca:

o
“*TE
dar
Fr
or =~
Rezulta, in final, ca:
Fr
& = E
inlocuim relatia €, = % in relatia AL, = €, - L se obtine:
F.-L
AL, = EA -
AL = 29000 - 100
" 21108 1%
4-29000 - 100

= 0,175 mm

AL, =
" 2,1-105-1- 102

Problema 8. Se considera o bara solicitata la intindere sub actiunea fortei F.
Sa se determine forta maxima admisibila pe care o poate prelua o bard din
otel carbon normalizat C35 N (cu 0,35% carbon, conform SR EN ISO 683-

1:2018) cu sectiunea patrata, avand latura 1=40 mm, daca o, =
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275 N/mm?. Si se determine, in acest caz, deformatia totald si cea
specificd, daca lungimea barei este 1000 mm.

Rezolvare
Ly este lungimea initiald a barei,
L, este lungimea barei dupa aplicarea fortei de tractiune,
F este forta de tractiune.

1+e
1

a c
R o -
] [} 1

F i 1 F

4 + + -
] [} 1 1
} ) ] ]
| L Y .

b ¢4 d

C1=b+AL

Figura 4.9

Forta maxima admisibila se calculeaza cu relatia:

F,=0,"A
unde
F, este forta maximd admisibila,
o, este tensiunea admisibila la tractiune pentru materialul barei,
A este aria sectiunii transversale a barei.
Deci

F, = 275-40% = 440000 N
Din Legea lui Hook:
oc=E-¢

unde

E este modulul de elasticitate longitudinal (este o constanta de

material: pentru otel E = 2,1 - 10° N/mm? )

€ este deformatia specifica.
Rezulta relatia de calcul a deformatiei specifice:
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unde
€ este deformatia specifica,
F, este forta maxim admisibila la tractiune,
E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului barei
(pentru otel E = 2,1-10° N/mm?)
A este aria sectiunii transversal a barei.

deci,
440000
E = m = 0,0013 mm
deformatia specifica se mai poate determina cu urmatoarea relatie:
AL
&= L_O
unde

¢ este deformatia specifica,
AL este lungirea totald a barei la tractiune,
L, este lungimea initiala a barei.

Lungirea totald a barei este:

AL =¢€- L,
Tnlocuim si obtinem
F, Ly
AL = A
440000 -1000
= 21-105 - 402 = 1,309 mm
1,309
£ = 1000 = 0,001309 mm

Problema 9. Sa se calculeze coeficientul de siguranta al unei bare din otel
in care se produce tensiunea admisibila o, = 150 MPa, materialul fiind C55
N (otel carbon cu 0,55%, carbon normalizat , conform SR EN ISO 683-

1:2018).

Se da: tensiunea de rupere la tractiune a materialului C55: o, = 550 MPa

(pentru piese cu dimensiuni 16 mm < d < 40 mm).
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F
[}
]
1
1
1
’,J'"' F
b)
F .7
/ B
) [ N — .
F ' ) f
e ] P——
] 1
........... _:-_------_. -
X C AX
l At
c)
Figura 4.10

Tensiunea admisibila se calculeaza cu urmatoarea formula:

O-I'
0y = —
a s,
unde
0, este tensiunea admisibila la tractiune a otelului C45 N,
o, este tensiunea de rupere la tractiune a otelului C45 N,
s, este coeficientul de siguranta la solicitarea de tractiune.
Rezulta ca:
GI‘
s=—
Ga
550 366
S = —— )
" 150
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Problema 10. Care este forta F pentru a produce la o bara din C45 CR, cu
diametrul dy = 10 mm, o deformatie specifica de 0,025%. Care este
coeficientul de siguranta al barei in raport cu rezistenta de rupere?

Rezolvare
Legea lui Hook considera tensiunea proportionald cu deformatia elastica si o
constanta de material, E, modulul de elasticitate longitudinal al materialului
C45 CR:
c=E-¢

unde

o este tensiunea de tractiune produsa de forta F,

E este modulul de elasticitate longitudinal (constanta de material)

pentru otel, E = 2,1 - 10> N / mm?,

€ este deformatia specifica a barei.
Deformatia specifica a barei este egala cu:

o
E=E
unde
F
O'=K

F este forta de tractiune la care este solicitata bara,
A este aria sectiunii circulare a barei.

. : . F . F . .
Se inlocuieste relatia 6 = + in relatia € = TR obtine:
F

" EA
Rezulta cd forta pentru a produce deformatia specificd cerutd se poate

€

determina cu urmatoarea relatie:

F = €AE
md3
A=——
4
unde
do = 10 mm
_ 0,025 T-102

=_. +2,1-105 = 4123,34
1010 3,34 N
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o=E-¢

)

5
100~ 52,5 MPa

Rezistenta de rupere pentru materialul C45 CR (otel carbon cu 0,45%
carbon, calit si revenit, conform SR EN xISO 683-1:2018) este:
o, = 700 MPa

c=21-10°"

unde
o, este rezistenta de rupere la tractiune pentru acest otel.
Tensiunea in bara se calculeaza cu urmatoarea formula:

GI'
0, = S_r
unde:
0, este tensiunea la tractiune,
o, esterezistenta de rupere la tractiune pentru acest otel,
sy este coeficientul de siguranta al barei la solicitarea de tractiune.
Rezulta ca:
O-I'
Sy = 0—1
700
Sy = 525 = 13,33
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Problema 1. O bara din otel cu sectiunea circulara este solicitatd
compresiune ca in Figura 5.1. Sa se dimensioneze sectiunile barei. Sa
calculeze scurtarea barei sub actiunea fortei (sarcinii).

/A1

G

€2

2F

/

|~ Az

¢[2

IS
Figura 5.1

Se da:
lungimea barei 1I=8000 mm,
forta F=200000 N,
tensiunea admisibild a materialului barei, 6, = 150 N/mm?,
greutatea specifica a materialului, y = 78,5 - 107 N/mm?3,
modulul de elasticitate longitudinalele, E = 2,1 - 10> N/mm?.
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Rezolvare
Bara este alcatuita din doua tronsoane, au arii diferite A; si, respectiv, A,.
Asupra barei actioneaza forta exterioara F pe suprafata exterioara
tronsonului 1 si greutatile fiecarui tronson, G, si, respectiv, G,.
Asupra barei actioneaza fortele astfel: pe tronsonul 1 forta F si greutatea Gy,
pe tronsonul 2 actioneaza toate fortele de pe tronsonul 1 plus forta 2F si G,.
Pe tronsonul 1:

Ri =G +F

Ry =0,

0a Ay =AYl + F = F = Ay(0a —vh)
Bara se dimensioneaza cu urmatoarea relatie:
F

A= 0, — Yl
unde
A, este aria tronsonului 1 al piesei,
o, este tensiunea admisibila,

Y este greutatea specifica a otelului.
200000

~ 150 — 78,5 - 10-6 - 4000

Aq = 1333,61 mm?
Pe suprafata inferioara a tronsonul 2 actioneaza fortele:
R, =Gy + G, + 3F
(0% 'AZ = AZYIZ + 3F + Gl =>F = Al(Ga _le)
F+ Gy

02 — Yl

2 =
A, este aria tronsonului 2 al piesei,
G, este greutatea primului tronson.
Greutatea primei sectiuni se calculeaza cu relatia:
G; = YA1l

G, = 78,5-107°-1333,61-4000 = 418,75 N

- . : N 3F+G; . .
Inlocuim relatia G; = yAl; In A, = ﬁ, si se obtine:
a—Yi2

_ 3F+vyAlL

27 Ua_le
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A = 3-200000 + 418,75
27150 —78,5-10-6 - 4000

Deformarea tronsonului 1 pe directia de solicitare este:

= 11675000,00 mm?

1
AL = (F1, + §Y11A1)
te EA,
1

(200000 - 4000 + - 78,5 - 107° - 4000 - 1333,61)
2,1-105-1333,61 = 2,85 mm

Deformarea tronsonului 2 este:

All =

1
3 (3Fl; +5v1,A;)

Al
2 EA,

(3-200000 -4000 + % 78,5+107°-4000 - 11675000)

2,1-10°-11675000
= 0,0097 mm

Alz =

Deformarea totald se calculeaza cu relatia:
Al = Al; + Al, = 2,85 + 0,0097 = 2,8597 mm
Al = 0,00071 + 0,000072 = 0,00143 mm

Problema 2. O tija dintr-un aliaj de aluminiu, de sectiune circulara A, este
solicitata cu forta F pe suprafata superioara (Figura 5.2a). Tija din Figura
5.2a are aceeasi sectiune pe toatd lungimea |, dar tija din Figura 5.2b,
executatd din acelasi material, are 4 tronsoane de lungimi egale. 1/4, dar cu

sectiuni diferite, A;, A,, A3 si A,. Se cer urmatoarele:

a) sa se compare greutatea tijei din Figura 5.2a cu cea a tijei din

Figura 5.2b,

b) sa se calculeze scurtarea tijei din Figura 5.2a si cea a tijei din

Figura 5.2b.
Se cunosc:
forta F = 400000 N,
lungimea tijei [ = 2000 mm (aceeasi pentru ambele tije),
tensiunea admisibild a materialului la compresiune, o, = 80 N/mm?,
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densitatea aliajului de aluminiu p,; = 2780 kg/m53,
acceleratia gravitationald g = 10 m/s?.

| -A

¢/4

Gl

\
¢/4

/A3

¢/4

A

¢/4

777777777777 7777777777777 TI777 777777777777 7777
a) b)
Figura 5.2

Rezolvare
Tija cu diametru constant d (Figura 5.2a) se dimensioneaza astfel incat
tensiunea de compresiune la baza tijei sa fie egala cu tensiunea admisibila,
Og4.
Asupra bazei tijei actioneaza forta F, aplicata pe suprafata de sus a tijei si
greutatea G a tijei care actioneaza in centrul de greutate al tijei. Pentru un
cilindru din material izotrop si omogen, centrul de greutate se afla pe axa
cilindrului, la jumatatea inaltimii acestuia.
Baza cilindrului (suprafata de jos) trebuie sa suporte rezultanta fortelor
exercitate asupraei, F + G.
Rezulta ca la baza cilindrului se poate scrie:

F+G=o0,"A
Se scrie greutatea tijei astfel:
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G=m-g=py'V-g=pau-A-lg
- d?
T4
Se introduce relatia G = py; - A-l-ginrelatia F + G = o, * A:
F+py-A-l-g=o,-A

F=04-A=pa-A-l-g=A4(0a—pa-l"9)

F
A=———""—""7—
Og—Par-l g
unde
Par*9 =VYa
1
par g = 278010 = 27800 N/m3 = 27800 109 N/mm3
Yar = 27,8107 N/mm3
Se introduce relatia py; - g = Y4 Inrelatia A = ;, se obtine:
oa—parlg
F
A=———
Og —Yar'!
400000
A = 4447,19 mm?

~90—-27.8-10-6 - 2000

. . -d? < .
Din relatia A = nT rezulta ca diametrul d este egal cu:

d= |—
T

4-4447,19
d= ’T = 75,24 mm

Pentru tija din Figura 5.2b, se dimensioneaza fiecare tronson, tinandu-se
seama de fortele care actioneaza pe suprafata de jos a fiecarui tronson.
Astfel, pe suprafata A; (baza tronsonului 1) actioneaza forta F si greutatea
tronsonului 1, G;.

F+G,=0,"44
Se scrie greutatea tijei astfel
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l l

Gl:ml'g:pAl'Vl'g:pAl'Al'Z'g:VAl'Al'Z

. ) L, . .
Se introduce relatia G; = y,; " 47 L in relatia F + G; = o, * A4, se obtine:

l
F+VA1'A1'Z=Ua'A1
l l
F=o0,"A—Ya 41 'Z=A1(Ua_)’Al Z)
F
Al == l
Oq —Yar 7
A 400000 444513 2
1= = ) mm
90 —27,8-1076 - 20400

. . -d? - .
Din relatia A; = % rezulta ca diametrul d, este egal cu:

44,
A

4444513
dy = |———=752310mm

Pe suprafata inferioara a tronsonului 2 actioneaza forta F si greutatile
tronsoanelor 1 si 2.

d1=

F+Gl+G2:O-a'A2

l
G1=VAI'A1'Z

2000
G, =27,8-107%-444513 T 61,78 N

l

GzzyAl'AZ'Z

. . l . :
Se introduce relatia G, = y,; 4, "7 In relatia F + G, + G, = g, " A,, se

obtine:

[
F+61+YA1'A2'Z:%'A2
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F+G,
2 = —l
Oaq — Ya 2
. __ 400000+6178 o,
2= . 2000 rr>semm
90 —27,8-1076 - =

. . -d3 < .
Din relatia A, = % rezulta ca diametrul d, este egal cu:

44,

T

4 - 4445,82
d, = — = 75,2369 mm

Pe suprafata inferioarda a tronsonului 3 actioneaza forta F si greutdtile
tronsoanelor 1, 2 si 3.

F+Gl+Gz+G3=O-a'A3
G, = 61,78 N

d2:

l
GZZVAI'AZ'Z

2000
G, = 27,8-107°-4445,82 B 61,79 N

l
G3=VAI'A3'Z

Se introduce relatia Gz = y,; - 43 -i in relatia F + G, + G, + Gz = 0, " A3,

se obtine:

[
F+Gl+Gz +)/AI-A3.Z:O-¢1-A3

F+Gy,+G,
3= —l
Og —Yar: 2

400000 + 61,78 + 61,79

As = = 4446,50 mm?
90 — 27,8-1076 - 20400
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. . -d3 < .
Din relatia A; = % rezulta ca diametrul d, este egal cu:

/4,43
dy = |—
3 s
4 - 4446,50
dy = |[———=752427 mm

Pe suprafata inferioard a tronsonului 4 actioneaza forta F si greutatile
tronsoanelor 1, 2, 3 si 4.
F+Gl+Gz+G3+G4:O'a'A4

G, =61,78 N
G, =61,79N
G, = A :
3 = Ya A3 4

2000
G; =27,8-107%-4446,50 < 61,8064 N

l

G4:yAl'A4-'Z

Se introduce relatia G, = y,; - A4 -i in relatia F+ Gy + G, + G3 + G, =
04 * Ay, se obtine:
l
F+Gl+GZ+G3+YA1.A4.Z:O-(1.A4—

_F+G,+G,+Gs

4+ l
Ogq —Yar: 4
400000 + 61,78 + 61,79 + 61,80
Ay = 5000 = 4447,19 mm?
90 —27,8-1076 - 7

. . -d3 < .
Din relatia A, = % rezulta ca diametrul d, este egal cu:

44,

dy= |—
4 w
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4444719
d, = — = 75,2545 mm
Concluzie

Din calcule s-a obtinut d; <d, <d; <d, dar valorile sunt atat de
apropiate incat nu se justifica proiectarea pe tronsoane.

Problema 3. Se da sistemul din Figura 5.3 alcatuit dintr-o teava de grosime
s si o placa de grosime h. Ambele corpuri sunt din otel cu y = 78,6
106 N/mm3
Se cunosc:

grosimea tevii s = 3 mm,

grosimea placii h = 5 mm,

diametru placi D = 200 mm,

forta F = 10 000 N.

D F
=
e
A Y
N 4>
G
Lo

244 /////Ifj/////////(,é(//

Figura 5.3

Rezolvare

Suprafata superioard a tevii (notatd cu A, este solicitatd la compresiune cu
rezultanta fortelor F + G4, In care G, este greutatea unei placi de grosime h,
din acelasi material cu teava.

125



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

Se calculeaza G, stiind ca h=5 mm

G, =v" Vplacé
- D?
Vplacé =h- 4

A . . wD? . .
Inlocuind relatia Vpqc5 = h - — In relatia Gy = ¥ - Vpiqcs S€ obtine:

Co—vh m-D?
1=V 4
m - 2002
Gl=78,6-10‘6-5-T=12,34N

Solicitarea cea mai dezavantajoasa este pe suprafata circulara B (la partea
inferioara a tevii).
Tensiunea de compresiune pe suprafata inelara este:

F+G, +G,

o AB

G, =y Vteavé
Vgeavé = (l—h)4p

W D025y

B=T 4 4 ]

Inlocuind relatia Vieava = (L — h) - Ap inrelatia G, = ¥ * Vieqps se obtine
Gy=y-(l—h)- A

CF+G+y-(I—h)Ag

= i

o

Tensiunea la compresiune, calculata, nu trebuie sa depdseasca tensiunea
admisibild la compresiune a otelului.
_F+Gl+y'(l_h)'AB
= P
Aplog —y-(I-N]=F+G

Oq
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F+G,
o,—y (U—h)

10000 + 12,34
~80-786-10-6- (100 — 5)
P>  (D- 25)2]

A, =1 — —
=y TR 4

AB:

Ap = 125,16 mm?

s
Ap =7 (D> = D* — 4s® + 4Ds)

s 4m
Ag = 7 (—4s? + 4Ds) = T (—s%?+ Ds) = n(—s? + Ds)

Ag = —ms? + nDs
Ag + ms? = nDs
Ag + ms?
==
s=3mm

_ 125,16 + 3%
B m-3

= 16,27 mm
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CAPITOLUL 6.
TNCOVOIEREA BARELOR DREPTE

Problema 1. Bara din Figura 6.1 este solicitata de un moment incovoietor
M;. Sa se determine deformatia barei solicitatd de momentul Incovoietor si
sd se determine legatura dintre tensiuni si momentul Tncovoietor, ludndu-se
in considerare urmatoarele aspecte:

— planul de simetrie este planul fortelor,

— se consideri linie dreapta axa de simetrie a corpului nedeformat,
— raportul dintre Indltimea barei si lungimea barei este mic,

— seaplica legea lui Hooke si ipoteza lui Bernoulli.

Sa se determine distanta y (y este distanta de la axa neutra si linia ab),
momentul de inertie axial, modulul de rezistenta la incovoiere, tensiunile
maxima si minima, produse in bara, deformatia specifica a barei in urma
aplicarii momentului Incovoietor pentru o bara din otel, marca C45 N (otel
carbon normalizat cu 0,45% carbon, conform SR EN ISO 683-1:2018), cu
sectiunea transversala dreptunghiulara, avand urmadtoarele dimensiunii:
b=10 mm si h=20 mm si s se dimensioneze bara.

Rezolvare
Legea lui Hooke este formulata pentru deformarea materialelor elastice sub
actiunea fortelor exterioare. Legea lui Hooke se scrie:

unde
o este tensiunea in corpul deformabil elastic,
€ este deformatia specifica,
E este modulul de elasticitate (considerat o constanta de material).
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Ipoteza lui Bernoulli sau ipoteza sectiunilor plane se aplica in

solicitari de tractiune si incovoiere: o sectiune plana si normald pe axa unei

bare nesolicitate raimane plana si perpendiculara pe axa barei deformate sub

actiunea solicitarii.

dx

y
S—
=<\

Figura 6.1. Bara nedeformata (si nesolicitata)

Tn Figura 6.1 notatiile au urmatoarele semnificatii:

XY este planul de simetrie (cel vertical), XY este si planul fortelor,
axa de simetrie este QY,

axa OX este axa barei nedeformate, este o linie dreapta, numita si
axa longitudinala,

liniile DF si EG sunt perpendiculare pe OX.

linia ab este paralela cu axa IJ si este situatd la o distanta y fata de
dreapta 1J,

h este inaltimea barei,

dx este lungimea unui element infinit mic al barei,

M; este vectorul moment incovoietor,

IJ este axa barei (linie dreapta), fibra medie a barei (care coincide cu
axa longitudinala Tn cazul unei bare omogene si izotrope). Se
considera ca fibra medie este nedeformabila.

Figura 6.2
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Fibra medie

Planul fortelor
0 b

h

o) Axa neutrd

b)
Figura 6.3

Figura 6.3 prezinta bara deformata sub actiunea momentului incovoietor M;
(unghiurile se considerd in radiani). O, este centrul de curburad al barei
deformate, p fiind raza de curbura.
Se considera axa neutra, axa barei pentru care tensiunea este nula.
Atunci cand momentul incovoietor solicitd bara, bara se deformeaza (Figura
6.2b)
In Figura 6.3, notatiile au urmitoarele semnificatii:
— I este un arc de curbura al barei deformate, si axa neutrda a barei
deformate,
— D’F’este o dreapta perpendiculara pe axa barei deformate,
— E’G’ este o0 dreapta,
— D’E’ este arc de cerc, pe care materialul este solicitat la
compresiune,
— a’b’ este un arc de lungime dx + Ax (fibra alungita),
— D’F’ si E’G’ sunt drepte concurente intr-un punct O (punctul
centrului de curbura al barei deformate).
Punctul O,, in care sunt concurente dreapta D’F’ si dreapta E’G’, este
centrul de curbura al arcurilor D’E’, 1J, a’b’ si F’'G’.
Dupa solicitarea barei cu momentul Thcovoietor, M;, urmatoarele segmente
se deformeaza astfel:
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FG se lungeste (devine F’G’),
ab se lungeste (devine a’b’),
AC se scurteaza (devine A’C’),

1J nu se modifica (axa neutra).

IJ (arc de curbura, Figura 6.3) =

= IJ (linie dreapta, Figura 6.1, pe axa barei, fibra rimane nedeformata)
= dx + Ax = pde

unde

p reprezinta raza de curbura a fibrei medii nedeformate.
Lungimea arcului a’b’ se calculeaza cu urmatoarea formula:

a’b’= (p+y)de
In urma solicitarii barei de citre momentul Tncovoietor, lungimea fibrei ab

se modifica astfel:
A(ab) = Adx = (p + y)d¢ — pde = ydo
Adx = ydg
Deformatia specifica este datd de urmatoarea relatie:
Adx
T ax

. . . . . . Adx .
Se introduce relatia Adx = yde si relatia dx = pd¢ in relatia € = d—XX, si se

obtine:
_yde y
e=2"=-7
pde p
Daca se Timparte relatia dx = pdo la de, se obtine:
d L _ d !
d d 1
do dx p
de

1_
dx_p_w
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unde
d reprezintd rotirea sectiunilor aflate la o distantd dx una fata de
alta.

d e e o <
Raportul d—f reprezinta rotirea specificd, notata cu w.

~ . .1 N . . .
Se inlocuieste rela‘glag = w Inrelatia € = % , $1 se obtine:
y 1
E=—=y'—=yw
P ¢
unde
1
- =0
P
Legea lui Hooke se scrie:
oc=E-¢

unde
o reprezinta tensiunea,
E este modulul de elasticitate longitudinal al materialului,
€ este deformatia specifica.

Se inlocuieste in relatia 0 = E - €, relatia € = yw, si se obtine:

o = Eyw
Inlocuim in relatia 6 = Eyw, rela‘gia% = w, sl se obtine:
Ey
P

Relatia 0 = Eyw reprezintd legea de variatie a tensiunii pe directia y.

o

Forta elementara, care actioneaza pe suprafata elementard dA se scrie:
dF = odA

unde

o este tensiunea indusa de forta dF pe suprafata dA.
Nu exista forte axiale. Momentul incovoietor actioneaza, ca vector, pe axa
OZ (Figura 6.4).
Suma fortelor pe axa OX este nula (fortele pe directia OX isi fac echilibru)
si este data de urmatoarea relatie:

A A
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Suma momentelor fata de axa OY:

ZMOY=fz-dF=Josz=o

A A
Suma momentelor fata de axa OZ:

ZMOZ=fy-dF=fcydA=M

A A
(0] M »
> dA
v |
Figura 6.4
Tnlocuim tensiunea cu relatia 0 = 2
f EwydA = Ew f
A A
f EwyzdA = Ew f yzdA =0
A A

J Ewy?dA = E(nfysz = M;
A A

Tinand cont ca
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f yzdA = I,
A
Rezula
J ydA =
A
E(.OIZ = M
Iy, =0
Din relatia Ewl, = M; rezulta:
M;
Ew=—
I,
Se inlocuieste in relatia 0 = Eyw, relatia Ew = % si se obtine:
yM;
o=
I,
YmaxMi
Omax = I—
Z
YminMi
Omin = I
VA

. M; e Lo .
Relatia o = yI - reprezinta relatia lui Navier.

z

|
W, = —
Ymax
unde
W,, reprezinta modulul de rezistenta al barei la incovoiere fata de axa OZ.
< A . . I . . M; .
Daca inlocuim relatia W, = ;Zm relatia 0 = yl -, se obtine:
VA
M;
Omax = =
max WZ

Momentul de inertie axial se defineste cu urmdtoarea relatie pentru o
sectiune dreptunghiulara cu laturile h si b (Figura 6.1):

bh3
2~ 12
h 20
2

e

Vmax = = = — = 10 mm

2
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h 20
Ymin = _E = _7 = —10 mm
Momentul de inertie axial este:
10203 \
2= —p,— = 6666,66 mm
Modulul de rezistenta la incovoiere se calculeaza cu relatia W, = y:ax
6666,66
W, = —— = 666,66 mm?
10
12,2 - 106 ,
Omax = 666,66 = 1830 N/mm
12,2-10° ,
Omin = " 666,66 = —1830 N/mm

Distributia tensiunilor rezultate din Tncovoiere pe sectiunea barei este datd in

Figura 6.5.

Crmax

M; M,

O min
Figura 6.5.
Deformatia specifica a barei se determina cu legea lui Hooke:
oco=E-¢
o
“TE
1830
~21-10°
Formula de dimensionare a barei rezulta din inlocuirea tensiunii cu
tensiunea admisibila la Tncovoiere

€ = (0,0087 mm
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M; = 666,66 - 150 = 99999 N - mm

B bh?
26
Daca se cunoaste h, se poate determina b.
b= 6:1/:2
h=6WZ _ 6-666,66:999mm
h? 400 '

Problema 2. O bara din otel, marca C45 N (otel carbon normalizat cu
0,45% carbon, conform SR EN ISO 683-1:2018), cu sectiunea transversala
circulara este solicitata de momentul incovoietor M;.
Se da:diametrul D = 25 mm,
momentul Tncovoietor, M; = 6,2 - 103 N/mm?,
modulul de elasticitate longitudinal al otelului, E = 2,1 - 10°> MPa,
tensiunea admisibild a otelului la incovoiere o, = 145 MPa.
0, este tensiunea admisibila a materialului barei la solicitarea de Thcovoiere

st se calculeaza astfel:
O-I'
0y = —
unde
o, este limita de rupere la Incovoiere si tractiune (pentru oteluri),
s este coeficientul de siguranta la solicitare statica de Tncovoiere.
Se cere:
distanta de la dreapta ab din Figura 6.5 la axa OX,
momentul de inertie axial al barei,
modulul de rezistenta la incovoiere al bareli,
sa se determine tensiunea maxima si minima produsa in bara,
sa se determine deformatia specifica a barei dupa aplicarea
momentului Tncovoietor,
sa se verifice bara din otel la Tncovoiere (sa se calculeze coeficientul
de sigurantd) daca bara este solicitata cu momentul incovoietor M;.
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Y

Figura 6.6
D 25
Ymax =5 =5 = 12,5 mm
D
Ymin = ~5 =~ = —12,5 mm

Momentul de inertie axial pentru o sectiune circulard se defineste cu
urmadtoarea relatie:

niD*

IZ = ﬁ
- 25% .
iy 19174,75 mm

Modulul de rezistenta la incovoiere se calculeazd cu urmatoarea relatie:

I
W, = =

Ymax

. . . D . . nD* . I, .
Se inlocuieste relatia yyax = > s relatia [, = . In relatia W, =;Z sl se

obtine:
niD* o3
_ 64 _ T
W, = D 32
2

137



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

- 253 5
= 32 = 122,72 mm
Tensiunea maxima i minima se determind cu urmatoarea relatie:
M;
Omax = Wz
6,2+103 5
Omax = m = 50,52 N/mm

Omin = —50,52 N/mm?

N
EN )

Omax

Deformatia specifica a barei se determind cu legea lui Hooke, care se scrie
astfel:
c=E-¢
Din relatia 0 = E - € rezulta ca deformatia specifica este egala cu:
==
E
50,52

= Tlos = 0,00024 mm

€

Formula de verificare fata de tensiunea admisibila la incovoiere:

lVI<
O=——7<20
W, a

_52 107 o oo Mpa <
°= 2272 = 4= 0a
Coeficientul de sigurantd la incovoiere va fi:
o, 145
o 5052

12
I
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Valoarea coeficientului de siguranta este in domeniul recomandat pentru
solicitari statice ss = 1,5 ... 2.

Problema 3. Bara din figura 6.7a, cu sectiunea transversala dreptunghiulara
(Figura 6.7b), este solicitata de forta F. Bara este simplu rezemata si este din
lemn.
Se da:

forta F = 4000 N,

lungimeal; = 2 m = 2000 mm,

lungimeal, = 2 m = 2000 mm,

latimea sectiunii barei, b = 12 mm,

inaltimea sectiunii barei, h = 24 mm,

modulul de elasticitate longitudinal (lemn) E = 3 - 10* N/mm?.
Se cere:

sd se construiasca diagrama fortelor taietoate,

sd se construiasca diagrama momentului incovoietor,

sa se determine momentul de inertie axial, fatd de axa OZ s1 OY,

sa se determine modulul de rezistenta la incovoiere,

sa se determine tensiunile normale in sectiunea barei si sd se

construiasca diagrama variatiei tensiunii.

Rezolvare
Etapele de rezolvare pentru o astfel de problema sunt:

schita barei cu solicitari exterioare si notarea sectiunilor importante
(reazeme, puncte de aplicare a fortelor),

calculul reactiunilor,

digrame de momente incovoietoare.

calculul tensiunilor in punctele principale, aici pentru punctul 2 in

care momentul incovoietor este maxim.
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F

@® @
/

®
F € {2 /f{flz

V=F/2

N1

b)

Determinarea reactiunilor considerandu-se ca bara este in echilibru.
Suma momentelor fatd de punctul 1 este zero.

D My =02 Fely =Vl +1,) = 0

F-l; =V,(; +1)
F-l,

T L+

y, _ 4000-2 _ 8000

27T 242 7 4
V, = 2000 N

\&

Suma momentelor fata de punctul 3 este zero.
ZMi(3) = 0:V1(11+12)—F12 = 0

Vl(ll + 12) == Flz
_ F " 12
L+

Vi
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v 4000 - 2000
1™ 2000 + 2000
V; = 2000 N

= 2000 N

Verificarea calculelor constd in verificarea echilibrului fortelor pe directie
verticala (suma fortelor ce actioneaza asupra barei):

ZF\/:OﬁVl_F‘l'VZ:O

2000 — 4000 — 2000 = 0 (se verifica)
Determinarea fortelor taietoare:

Tlsténga =0
Tidreapta = V1 = 2000N
Tystanga = V1 = 2000 N
Tadreapta = V+ —F = 2000 — 4000 = —2000 N
Tsstanga = V1 — F = 2000 — 4000 = —2000 N
Tzdreapta = Vi — F +V; = 2000 — 4000 — 2000 =0

Determinarea momentelor Tncovoietoare:
Ml = 0

M, =0 =V; -1, = 2000 - 2 = 4000 Nm
Mi(z) = 0 = Vl(ll + 12) - F - 12
Mi(a) =0=2000(2+2)—4000:-2=0

Sectiunea periculoasa este sectiunea 2 pentru ca momentul incovoietor este
maxim si dimensionarea barei se face in aceastd sectiune, sectiune in care

actioneaza momentul incovoietor maxim, M; @ = 4000 N - m.
Figura 6.8 prezinta incarcarea barei, diagrama de forte tdietoare si diagrama
de momente. Aceasta reprezentare se poate face pentru orice problema cu

bare drepte.
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F
® @ ©),
A (7] £2 V,=F/2
Vi=F/2
F/2
O
(D
F/2
M)
F 'fl
Figura 6.9

In sectiunea 2 exista forta taietoare F.
Momentul de inertie axial fata de axa OZ se defineste cu urmatoarea relatie:

bh?
I, = 17
12 - 243 4
I, = SET R 13840 mm
h 24
Ymaxi =5=7 = 12 mm
h 24
Ymin2 = _E = _7 = —12 mm
Modulul de rezistentd la incovoiere se calculeaza cu urmatoarea relatie:
w, = &
Ymax
13840
W, = I = 1153,33 mm?3

Tensiunea maxima si minima in sectiunea barei in punctul 2 se determina cu
urmatoarea relatie:
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- _ Mimax
max; — Ty
Z
= 120090 4161 N/mm? (tracsi
Omax, = 115333 ~ b /mm* (tractiune)
O = Mimax
min, - W
Z

_ —12-4000
Omin. = 7766,99
In Figura 6.9 sunt reprezentate graficele tensiunii si deformatiei relative,

rezultate din incovoiere cu momentul M;.
Legea lui Hooke este:

= —41,61 N/mm? (compresiune)

E o
—_— " ﬁ —_— —
o = € E—E

Gmax
€max, — T
41,61 _
€max, = 3.10% = 0,0013 (tractiune)
— Omin
E
—41,61 _
€max, = 3107 - —0,0013 (compresiune)
G in €min
M; = \M—
i
. Tmax Emax
Figura 6.10
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Problema 1. Sa se construiasca diagrama fortelor taietoare si a momentelor
incovoietoare pentra bara solicitata ca in Figura 7.1.

Se cunosc:
F = 12000 N,
l=2m.
E
AN N
[4 2
Figura 7.1
Rezolvare

Pasul 1. Se noteaza sectiunile importante ale barei (Figura 7.2).

@ ®
”/TB' ¢ @ 2 )

Figura 7.2

Pasul 2. Determinarea fortelor care actioneaza asupra barei.
In sectiunea 1 bara este simplu rezemata.

In sectiunea 2 bara este incircata cu o forta F.

In sectiunea 3 bara este rezemata intr-o articulatie simpla.
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o | 5

T [ g
V] | .’i 2£ *Vz‘,

-—

0 X
Figura 7.3

Pasul 3.
Scrierea ecuatiilor de echilibru pentru determinarea reactiunilor (Figura
7.3).

Suma momentelor (in centimetri) fata de punctul 1 si, respectiv 3, este zero.
Pasul 4. Determinarea reactiunilor cu ajutorul ecuatiilor de momente fata de
reazeme.

Se calculeazd suma momentelor in sectiunea 1 (suma momentelor fata de

punctul 1 este zero).
Z Ml = 0

F-l-Vs(1+20) =0



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

V3 =4N
Se calculeaza suma momentelor in sectiunea 3 (suma momentelor fata de

punctul 3 este zero).

ZM3:0

V,-31—F-21=0

v _21-F
17 3]

_12-2-2 48
1= 2.3 T 6

V, =8N

Pasul 5. Verificarea calculelor consta in verificarea echilibrului fortelor pe
directia fiecarei axe OX si OY.

V,—F+V;=0
8—-12+4=0
Pasul 6. Determinarea fortelor taietoare.
T, = V;(suma fortelor tdietoare din stinga sectiunii 12)

T23 == Vl - F
T23 = 8 - 12
T23 = _4‘ N

Trasarea diagramei fortei taietoare Se face ca in Figura 7.4.
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v, 4 2¢ * V,

1=

M LT T

Figura 7.4

Pasul 8. Determinarea momentului Tncovoietor necesare pentru trasarea
diagramei de momente.
Momentul incovoietor in sectiunea x, situata pe bard, intre punctele 1 si 2
este:
My, =M, =V x4
X1 € [0; 2]
Pentru punctul 1, x;, = 0
M; =0
Pentru punctul 2,x;, =1=2m
M,=8-2=16 N'm
Momentul incovoietor in sectiunea x, din tronsonul 2-3 este:
My, = Mp3 =V; "%, — F(x; — 2)
X, € [2; 6]
pentru punctul 2, x, =1=2m
M,=8-2-12(2-2)=16N'm
Pentru punctul 3, x; =2-1=3m
M;=8:6—12(6—-2)=0

Diagrama de momente incovoietoare este datd in Figura 7.6.
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e
0 ! ©
L @
VA [ 2 v
Figura 7.5

In Figura 7.6 este dati diagrama fortelor tiietoare si a momentelor
incovoietoare. In rezolvarea problemelor de acest fel informatia discutata in
Figurile 7.1 pana la Figura 7.5 se condenseaza intr-o singura figura, Figura
7.6. Figurile de la 7.1 pana la 7.5 sunt date in aceasta culegere de probleme
in scop didactic. Rezultate problemei pot fi date pe o singura figura ca in
Figura 7.6.

Figura 7.6
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Problema 2. Sa se construiasca diagrama fortelor taietoare si a momentelor
Tncovoietoare pentru bara solicitata ca in Figura 7.7.

Se cunosc:
F= 4000 N
L=4m
I 2F
4 ‘% 2¢ [4
Figura 7.7
Rezolvare

Pasul 1. Se noteaza sectiunile importante ale barei (Figura 7.8.).

@
e% 2 © ¢

Figura 7.8

Pasul 2. Determinarea fortelor care actioneaza asupra barei, Tn plan vertical.
In sectiunea 1 bara este incarcata de o fortd F.

In sectiunea 2 bara este simplu rezemata.

In sectiunea 3 bara este incircati cu o forta, 2F.

In sectiunea 4 bara are o articulatie plana.

Pasul 3. Scrierea ecuatiilor de echilibru pentru determinarea reactiunilor.

'r, =0

ZM1:0(1=2514)
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F OF
| @ ! @
‘:l,r \ (3)
g W il
( I 2 ¢ A
T"r"z T"rr_1_

Figura 7.9

“1

Pasul 4. Determinarea reactiunilor cu ajutorul ecuatiilor de momente fata de

reazeme.
Se calculeazd suma momentelor in sectiunea 2.

21\42:0

—F-142F-21-V,21+1) =0
—F-142F-21=V,-3l
v _—F-1+2F-21 —F-1+4F-1_3F:l
4 31 31 31
V, = 4000 N

Se calculeazd suma momentelor in sectiunea 4.

ZM4:0

—F(+21+D) +V,(2l+1) —2F-2=0
—F-414V,-31—2F-1=0

V,-31=F-4l+ 2F -1

_F-41+2F-1 6F-1

VvV, = = 2F
2 31 31
4000 -4 -4 + 2-4000 - 4
V= ) = 8000 N
V, = 8000 N

Pasul 5. Verificarea rezultatelor cu ecuatiile de echilibru.
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> =0

F—V,+2F—V, =0
4000 — 8000 + 2 - 4000 = 0

Pasul 6. Determinarea fortelor taietoare.

T;, = —F(suma fortelor taietoare din stanga sectiunii 12)
T,, = —4000 N
T23 = —F + Vz

T,3 = —4000 + 8000 = 4000 N
T34_ == _F+V2 _2F
T34, = —4000 + 8000 — 2 - 4000 = —4000 N

Trasarea diagramei fortei taietoare este realizatd in Figura 7.10.

T
O e TSI

Figura 7.10

Pasul 8. Determinarea momentelor incovoietoare necesare pentru trasarea

diagramei de momente.
Momentul incovoietor in sectiunea x; din tronsonul 1-2, fata de punctul 2,

este:
Mx1 =M, =-F-x4

X1 € [0; 4]
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Pentru punctul 1, x; =0
M; =0
Pentru punctul 2, x; =1=4m
M, = —4000-4 = 16000 N'm
Momentul incovoietor 1n sectiunea x,, situatd intre punctele 2 si 3, fata de
punctu 2, este:
My, = My3 = =F-x; + Vo(x; — 4)
X, € [4;12]

pentru punctul 2, x, =1 =4m

M, = —4000-4 + 8000(4 — 4) = —16000 N - m
Pentru punctul 3, x, = 12 m

M; = —4000-12 4+ 8000(12 — 4) = 16000 N - m
Momentul incovoietor in sectiunea x5 din tronsonul 3-4, fata de punctul 2,
este:

My, = Mys = —F - X3 + Vo (x3 — 1) — 2F (x5 — 31)

X, € [12;16]
pentru punctul 3, x; =1=12m
M; = —4000-12 + 8000(12 —4) —2-4000(12 — 12) = 16000 N - m
Pentru punctul 3, x, = 16 m
M, = —4000 - 16 + 8000(16 — 4) — 2 - 4000(16 — 12) = 0
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(M)

In Figura 7.13 este dati

Tncovo

Py
'kl,f"'

(T)

(M)

O
el% 2 ®£%:

Figura 7.12

diagrama fortelor taietoare si a momentelor

ietoare.
F IJF
! @ @
©)
| 2 (A
Vs Vy
IR
LTI NG
mmm'mﬁmﬂﬂ'mrm

R

Figura 7.13

153



Larisa Titire, Cristian Muntenitd, George-Ghiocel Ojoc, Lorena Deleanu
Aplicatii pentru Elemente de Inginerie Mecanica

Problema 3. Sa se construiasca diagrama fortelor taietoare si a momentelor
incovoietoare pentra bara din Figura 7.14.

Se cunosc:
qg= 6000 N/m
l1=3m
q este o sarcina uniform distribuita pe unitatea de lungime.
fq
[/
Figura 7.14
Rezolvare

Pasul 1. Se noteaza sectiunile bare (Figura 7.15)
fcl
SIIERRRRRRERIS

Figura 7.15

Pasul 2.Determinarea reactiunilor (Figura 7.16).
Forta totala aplicata asupra barei este q - 1 .

T .

\% , AV,
I I

Figura 7.16
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Reactiunile V; si V, sunt egale deaorece sarcina distribuita este echivalenta
cu o fortd care actioneaza la jumatatea distantei pe care actioneaza sarcina

distribuita.
q-l
V=V, = —
1 2 2
60003
V1=V2=T=9000N

Pasul 3. Determinarea fortelor taietoare.
Pentru sectiunea x, forta taietoare se scrie pe tronsonul de lungime x (Figura

[T,

Vi 4 . *Vz
| I

Figura 7.17

h=Vi—q-x
x € [0; 3]
Pentru punctul 1, x =0

q-l q-l
T,=—7/-q:0=—
1= 4 2
T, =V, =9000 N
Pentru punctul 2, x =1=3m

q-l q-l
TZ:T_q'lz__

TZ == _V2 == _9000 N

Trasarea diagramei fortei taietoare (Figura 7.18).
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q
ottt tiiitle
] N

q:¢)2
+
S —— S
-q-)2
Figura 7.18

Pasul 8. Determinarea momentului Tncovoietor necesare pentru trasarea
diagramei (Figura 7.19).
Momentul incovoietor in sectiunea x din sectiunea 1-2 este:

x q-l q ., .
MX=V1-x—q-x-§=—-x—Ex (variatie parabolica)

Pentru punctul 1, x =0

M; =0
Pentru punctul 2, x =1= 3 mm

M, =0

La mijlocul barei forta taietoare este nula si momentul incovoietor este

maxim.
" _q-11 q(l>2_q12
max = 5 2 2 \2 8
6000 - 32
Mmasz = 6750 N-m
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[T

Vl e VZ
q-¢/2
®
(T) 02
-q-€[2

. I

@

Mmax
Figura 7.19

Problema 4. Sa se construiasca diagrama fortelor tdietoare si a momentelor
incovoietoare pentra bara din Figura ?.

Rezolvare
Se cunosc
q = 6000 N/m, valoare maxima a sarcinii triunghiulare
l=3m
q este o sarcind triunghiula.
Pasul 1. Se noteaza sectiunile barei (Figura 7.20).

£

Figura 7.20
Pasul 2. Se determina reactiunile (Figura 7.21)
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2/30

Figura 7.21

Forta totala este - Forta totala actioneaza in centrul de greutate al

triunghiului de Incarcare, adica la distanta 21/3.
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Pasul 3. Verificarea calculelor cu ecuatie de echilibru a fortelor pe axa OY
(Figura 7.22).

Figura 7.22

>y =0

V,-F+V,=0
F_q-1_9000 3_27000_13500N
2 2 2

4500 — 13500 +9000 =0
Pasul 4. Determinarea fortelor tdietoare in sectiunea x (Figura 7.23), sarcina

distribuita triunghiular are valoarea qy = g - q (Figura 7.24).

Forta taietoare se anuleaza (T = 0) si pozitia ei se determind cu relatia

q'l q ,
G 1 x“ =0
l_a .,
2-1

T =
6
4
2-1

Din asemanarea triunghiurilor cu indltimea qx si q, rezulta:
dx _ 9

X |
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szvl_qXZX
qg-l x qg-l x X
=g 19T e T
q-l x* - -
Ty = s q (variatie parabolica)
pentrux =0
T=q-l=9000-3=4500N
76 6
pentru x =lI
. 2 . .
SR EAP R
STk KB WA W

1
T2=—§-3-9000=9000N
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-q-¢[3

Figura 7.24

Pasul 4. Determinarea momentului Tncovoietor pe lungimea barei, la

distanta x fata de reazemul 1 (Figura 7.25)

gx'x x q-l 2
Mi) = V1-x— X2 356 X ¥
pentrux =0
Mu: 0
pentru x =1
MiZ_ 0
q-l 2
— ] ——"13=0
6 6-1
q-l q
Mioo =g x =gy
M;j(xymax S€ obtine pentru % =0
q-l 3-q-x2_0
6 6-1
3-x?
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12-3-x2=
X12 =% L
' 3
Solutia reald este x; = \/%
Momentul maxim este la x = \/%

v 4 g g 9000-32 9000
T 6V3 27V3 93 93 V3

2/3¢ 19 |F

Il
@

M]‘HHX
Figura 7.25
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